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衣 沁 是 与 陈 记 个 ,起 类 理 ,， 竹 路 编写 国 面 向 21 世 起 课 和 极 村 (于 学 从 析 关 第 
三 原 ) 糙 配 关 的 学 习 畏 属 书 ,是 枚 育 部 "理科 基础 睛 才 培 状 考 地 创建 性 再 省 钼 课 
但 数学 办 析 项 目 机 高 基 救 育 出 版 社 "商人 等 教育 百 门 精品 评 避 到 封建 葬 计 划 情 
品 头 丹 的 碟 汪 ， 相 上 书 邓 上 ,下 两 册 出 虎 , 再 容 对 刚直 和 了 (《 责 学 苍 析 名 格 二 马 》 中 
空 郁 习 量 的 评 归 衣着 。 

由 从军 吉 2 世 扎 课 耿 教 村 人 旺 学 区 析出 版 愉 素 ,我 们 簿 断 收 到 广 夫 读者 的 来 
菌 和 电子 部 虱 , 看 鹿 总 们 他 全 保 数 村 中 习题 的 明 专 ,以 便于 信 们 学 本 或 闭 学 时 万 
考 。 正 是 广 和 记者 的 过 一 到 求 , 芋 使 我 们 册 写 了 这 本 4 下 演 分 煌 可 题 全 解 指南 js 

对 于 学 习 " 牙 学 二 本 " 巢 程 的 学生 来 世 ， 不 仅 本 这 插队 机 人 的 基本 亚信 , 鞋 本 
理论 与 莽 订 广 寺 , 更 相通 过 学 习 , 培 非 蝇 竹 的 运 押 合力. 抽 捍 生 括 问题 的 旗 力 ,还 
可 推 荐 的 龙 为 以 及 巡 音译 肝 数 年 徊 识 轨 新 和 地 殖 同 题 的 能 因 。 惠 直到 访 一 目 
的 , 严 骆 而 京 杂 的 基于 训 炬 量 光 第 可 中 的 著者 数 学 宁 杰 和 霹 再 陆 士 慌 全 自已 前 
袋 赴 一 万 道 创 寻 分 习题 ,由 此 可 以 谨 晴 碟 们 的 戎 理 夫 提 们 澳 件 本 过 有 各 此 深 星 
的 玫 学 功 夯 。 看重 三 二 回 洗 查 他 习题 车, 首 旧 至 认真 元 盈 立 里 雪 , 认 真 地 骨 普 帮 
= 一通 习题 。 大 是 同学 从 一 是 时 正确 下 用 来 书 ,只 有 才 明 圭 目 已 的 长 襄 里 才 , 功 赴 
党 秀 警 盛 财 自己 骨 善 上 正确 性 无 法 确 写 时 ,再 去 要 考题 解 。 否 刘 ， 乎 促 对 卓悦 设 
有 性 何晴 动 , 瑟 圳 放 了 我 们 上 峰 写 这 来 (于 学 妊 斩 司 面 全 覃 央 南 } 的 本 更 ， 

来 书 花 出 了 教材 中 愉 部 习题 的 租 秘 。 人 对 于 大 郝 人 号 导 题 者 中 后 出 的 上 是 法 其 
平 是 性 一 的 。 事 实 上 , 邢 村 中 去 虱 呈 可 题 而 是 可 以 有 二 驯 师 寺 的 ,而 攀 们 此 出 的 明 
十 也 季 一 忠 直 是 最 好 亚 量 简捷 的 。 对 于 一 此 中 型 的 习题 ,看 兽 语 者 使 直 已 里 考 是 
百 市 枯 种 邮 吐 ,这 特有 三 于 对 数学 自 让 的 轴 和 去 置 通 ,提高 自己 的 都 古 他 过 。 

在 率 书 的 纺 写 赴 程 中 ,二 也 大 学 数学 科 半 学 院 楼 红 开 教授 疝 我 们 提供 了 孝 
侠 习 题 的 岂 兰 ; 碍 率 帮 的 出 版 过 程 中 ,我 们 得 到 了 高 上 者 半 育 出 上 得 株 刚 老师 ,可 
蔓 老 病 , 音 青 老师 , 支 小 西 老师 的 大 广 支持。 在 步 从 向 扯 们 砷 示 磋 癌 拓 古 谢 。 

限于 作者 的 求 早 , 书 中 瞧 出 的 题解 堆 刘 人 兰 有 蜡 侵 与 二 丙 , 硕 望 广 二 法 者 提 由 
宝 责 的 在 讲 和 建议 ,以 便 李 后 再 版 时 玻 征 


确 者 
三 多 可 网 年 志 衣 
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郑重 声明 


高 等 教育 出 版 社 依法 对 本 书 享有 专 有 出 版 权 。 任 条 未 经 许可 的 复制 ,销售 行为 均 违 
反 《 中 华人 民 共 和 国 著 作 权 法 ,其 行为 人 将 承担 相应 的 民事 责任 和 行政 责任 ,构成 犯罪 
的 ,将 被 依法 追究 刑事 责任 。 为 了 维护 市 场 秩序 ,保护 读者 的 合法 权益 ,避免 读者 误 用 次 
版 书 造 成 不 良 后 果 ,我 社 将 配合 行政 热 法 部 门 和 可 法 机 关 对 违法 犯罪 的 单位 和 个 人 给 予 
严厉 打击 。 社 会 各 界 人 士 姻 发 现 土 述 优 权 行 为 ,希望 及 时 举报 ,本 社 将 奖励 举报 有 功 人 
员 。 

反 盗 版 举报 电话 : (010) 58581897158581896158581879 

传 真 ;(010) 82086060 

了 - Iail: 志和 四 hep.com.cn 

通信 地 址 : 北京 市 而 城区 德 外 大 街 4 号 

高 等 教育 出 版 社 打击 盔 版 办 会 室 
邮 编 : 100011 


购书 请 拨打 电话 : (010)58581118 
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洒 | 站 aaarHteasaeasae 可 二 汪 下 寺 二 硬 让 导语 刘 于 下定 二 于 机 生肖 
中 杖 射 与 函 彩 sanaenaiassassrmrrrereenrreoooeeeareotaaaaiaaaraaaaiaaaeaaaa il ia 淖 
彤 三 章 ” 丽 列 可 随 昌 ensaereraaassrnaaaiaaeeaaea9rnere renrreereeneon oreeitanaara 地 
引 1 半数 果 的 连 屿 性 earasse 生生 让 生 下 本 有 遇 二 让 全 二 Fe 二 
外 室 现 几 贿 see seesttesateeetee teaataaghaaaiaasaa ja 
8 班主 开播 eanne ren a nn 让 放生- 休 各 和 1 二 二， 中国 
旨 4 机 航 重大 。 ee er re nessaereaaroaaeaanaasaranansatraaatiaaanaaasegymeaarfat 齐 
好 三 章 ”函数 朴 阴 与 连 翅 画 撤 ee 二 2 
8 函 师 概 大 各 oaoow 疝 着 避 本寺 二 二 而 丰 二 二 本 和 下 二 下 本 二 和 本 二 二 和 本 可 才 避 让 本 
2 古语 咯 艇 :ss de esa4tar4aaaksEaEetaaaiiaaaauannaaaaaaapioapaaseagass 恒 
了 天 和 册 本 量 与 下 这 二 量 章 刚 和 esrsisetese 二 二 二 示 上 二 证 下 正二 二 本 二 上 二 二 可 主 二 二 可 
和 曾 区 厅 上 的 连 姓 画 盘 eaawaaeastaaa 人 和 
情 国 闪 粮 因 :re 二 而 于 
用 1 本 委 和 本 盘 和 eataenitsenrararasteaareeaatetttenttartreanearent 二 
和 村 玫 四 则 运 生 和 反 函 数 训导 千 因 “7 ee oo 加 
当 站 上 二 世 函 牙 蓝 外 读本 下 由 谭 闫 各 sa TI TL 和 | 
日 配 亢 明 时 夏 师 高 阶 丽 委 韭 本 声 下 二 古本 百 旧 计 二 下 下 二 二- 站 日 十 面 二 号 二 衣 盏 语 旺 卫 可 下 证 吾 总 本 击 让 品 二 让 二 下 可 天 沿 硬 下 让 二 中 二 夯 | 
第 五 章 ” 梓 分 中 值 定理 及 其 应 用 eeeeeeeeseesaeseeresr 乓 
帅 1 醒 好 让 国语 王 ea0aseroa resnessnrseaarasrssasn saauaaanust+asiuasassatasasss 四 站 
昌 LE Haoial 社 关 oooooecoooeoeeeeeoeeoeeeen 央 
尼 了 Ti 寂 二 生起 和 捕 值 瞩 项 起 aaaraesaaea 和 二 上 二 二 生计 站 本 和 二 和 二 和 二 二 二 和 二 和 a 站 
R 击败 的 Tayiar 盆 起 及 其 席 靖 eeeneiearooneoaaccaoonaats 全 
下 二 有 有 二 = 二 再 本 二 让 而 全 号 1 
年 下 “让 性 的 过 横 王 角 和 ea 全， 本 和 人 和 网 而 和 有 人 9 汪 和 1 
第 充 未 定 骆 和 蛤 inaieaasaeaaaaaatiaaaisaiaaaaaia 站 本 二 和 让 9 1 
二 人 1 且 


旺 摘 元 租 考 策 和 人 千 面 前 引 久 erresaeecceearaoaaaasas 1 
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0 ， 


$3 有 理 函 数 的 不 定 积分 及 其 应 用 164 
和 上 定 积 分 的 概念 和 可 积 条 件 二 
虽 3。 徽 积分 基本 定理 192 


第 八 奉 反 灌 积分 下 证 衣 且 二 让 二 和 于 后 章 二 庆 直 避 衣 二 抽泣 让 全 训 且 抽 全 衣 计 本 让 证 全 证 生 二 于 二 证 生 本 辣 全 让 二 瑟 二 二 生生 人 证 和 人 丰 放下 训 证 放 于 全 三 237 
1 反常 积分 的 概念 和 计算 二 说 晤 汪 全 二 入 二 全 时 于 二 训 让 站 二 二 让 衣 辣 党 人 证 玉 人 瑟 十 生 党 全 全 下 全 和 二 全 237 
有 2 反常 积分 的 收 病 羯 别 法 245 


更 多 教材 下 载 : htt p: //xuexi . hagongda. com cn ”更 多 考研 资料 下 载 : htt p: // kaoyan. hagongda. comcn 


第 一 草 ” 集合 与 觅 射 


集合 
1. 证 明 由 ma 个 元 素 组 威 的 集合 工 = fa,az， yas1 有 2 个 子 集 ， 
解 ” 由 上 个 元 素 组 成 的 子 集 的 个 数 为 CL，》 Ce= (1+D"=27. 
下 二 得 


2. 证 明 ， 

《TI) 任意 无 限 集 必 包含 一 个 可 列子 集 ; 

(2) 设 上 与 了 都 是 可 列 集 ,证 明 4UB 也 是 可 列 集 . 

证 《1) 设 工 是 一 个 无 限 集 , 先 取 ea, E 工 .由 于 工 是 无 限 集 , 必 存 在 oa E 
Te 天 ai .再 由 工 是 无 限 集 , 必 存在 a; 握 了 ,ai 天 ai ,ai 天 ay .这样 的 过 程 可 以 
无 限 进行 下 去 ,于 是 得 到 可 列 集 3 = jal ,ay :as ,5S 忆 个. 

(21 设 总 =laeayea | 了 = | 则 各 召 可 表示 为 

AUB= jia yt ay6o ya | 


3, 指出 下 列表 述 中 的 错误 : 

(1 191 = 铬 ; 

《2)] 2 己 ja, 记 ,ci 

(3) 1a 上 全 ja， 放 e 

(4) ja 5ia ;= ea |， 

解 (1) 可 0 是 由 元 素 0 梅 成 的 集合 ,不 是 空 集 . 

(2) 4 是 集合 la ,zcl 的 元 束 , 应 表述 为 gEie,avcil 

(3)》 ia ,5 是 集合 ja ,bcj 的 子 集 , 应 表述 为 la ,BCie 5,c|， 

(4) ae,8,jia) 上 是 由 a 和 jc, 引 为 元 索 梅 成 的 集合 ,所 以 |a,B,ta， 
| 忆 ja,5|l ,或 ja 和 ja 昨 ai 但 ja 上 肝 天 1 | 


4. 用 集合 符号 表示 下 列 数 集 : 
(1) 满足 王 -3<0 的 实数 全 体 ; 
证 


更 多 教材 下 载 : htt p: //Xxuexi . hagongda. com cn 更 多 考研 资料 下 载 : htt p: // kaoyan. hagongda. com cn 


外 | 第 一 站 梨 合 与 肌 身 


(2) 平面 上 第 一 象限 的 点 的 全 体 ; 

(3) 大 于 0 并 且 小 于 1 的 有 理 数 全 体 ; 
(4) 方程 sn zceot =0 的 实数 解 全 体 .， 
和 解 《1) 1z1-2<zs31. 

{2)] 上 人 921 目 > 人 0 

《3 DR<<1l 旧 袜 吕 } 


(41) jz| == 细 + 至 ,teEz 


S$. 证 明 下 列 集 全 等 式 ， 
(1) 和 和 人 BUDD)=(A 六 BEBIUICA 站 D); 
(2) (4UB)= 丰 门厅. 
证 (1) 设 *E4mBUD), 则 EA, 并 且 误 者 zEB, 或 者 xp. 于 是 
或 者 zEA 站 日 , 或 者 rzEAPmD, 即 zE(4 站 B)UCAD 门 D) ,因此 
总 门 (BUDICIA 站 BITUTIAD 站 DD)， 
设 E(A 站 BIUIAD 站 D), 则 或 者 z 和 4 门 电 ,或 者 守 ENA 门 五 .于 是 zE 
和 ,并 且 或 者 z 丘 了 ,七 者 x 台 万 , 即 二 EN 站 BUDD)], 因 此 
4 站 (8BUDP)D(4D 站 BUDD) 


门 (了 岂 DI= (4 广电)UTIA 门 万 )， 
(2 设 E(4B 六 , 则 -全 AUUB, 即 zEEA 且 天 蕊 有 ,于 是 zEAE 门 呈 ， 


所 以 


因此 
(4UB) CA 门 瑟 
设 zEA4 站 下, 则 zE4 且 rE 了 B, 即 zEAUB, 于 是 zE(4UB)5 ,因此 
(4 口号 关 辣 丰 门 B 


因此 
《Bi = 门下 


(1 4UB=AUC 日 = 
(2) 4 站 B=AmCsB=C. 
其 中 符号 " 疹 "表示 左边 的 命题 不 能 推出 右边 的 命题 . 
解 (1) 设 4A=je,picj 8B=jiocidlC=jc:dj, 则 4UB=4UC, 但 
正夫 尼 ， 
(2 设 和 =fie;5cl 瑟 =j ezelC= cz 则 4 站 瑟 =A 站 尼 , 但 下 天 


6. 举例 说 明 集合 运算 不 满足 消去 律 : 


必 . 
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5 2 以 射 与 函数 | 确 


7. 下 述 命 题 是 否 正确 ” 不 正确 的 话 , 清 改正 . 
(1 二 人 门 下 全 rzE4 并且 E 昌 ; 

(2) 世上 奥 册 吾 拓 和 和 或 者 二 五. 
解 【1 不 正确 .zEA 门 5 人 rzEA 或 者 zE 昌 . 
(2) 不 正确 .zzE4A 吕 BE 入 并 且 > 三 瑟 ， 


区 到 觅 身 与 范 数 


1. 设 S=ta,p8,y|, 工 = ja,p,cl, 问 有 几 少 种 可 能 的 映射 f: 5 一 了 ? 其 中 
邵 些 是 双 射 ? 

解 有 3 =27 种 可 能 的 映射 ,其 中 有 3! =6 种 是 双 射 ,它们 是 

下 “上 > 妈 ， 人 上 > 全， 六 已 ， 和 上 > 六 ， 人 上 ef， 交 上 > 
虽 |， 吕 Fe 虽 上 中 > 中 上 全 中 HP， 


? Fecey 7 Feb， 7 Heai 7 Fee， 7 Hz 7 He， 


2.《1) 建立 区 间 [a ,5] 与 [0, 菇 之 间 的 一 一 对 应 ; 
(2) 建立 区 间 (0,1) 与 (-o ,+o) 之 间 的 一 一 对 应 ， 
解 (1) F:[a,5] 一 [0,1] 


中 一 已 
人 


(2) 大 (0.1 一 (一 oo 十 op) 
十 上 二 an[ -也 jz= 一 cotf mx)、 


3. 将 下 列 函 数 了 和 8 构成 复合 函数 ,并 指出 定义 域 与 值 域 ， 

(1) yy = =togtzyz=gfzr)= 2 一 3; 

(2)》 yy=j 关 2) 一 arcsin 让 ,下 二 有 (人 ) 一 和 

(3) y= Ai)=V ae 一 1 一 全 ( 定 ) 一 sec 

(4) y= (le)=YZu=&(z)= 王 = 

解 【1) >=jiogo(z-3), 定 义 域 :(- oo, -VS3)U(WV3 ,+ oo), 值 域 :( - oo， 


十 bo ) ， 


(2) y= aresin 3* ,定义 域 :( - ,0] , 值 域 :{0, 王 | 
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(3) y= len z| ,定义 城 :人 一 号 ,x+ 部), 值 域 :0 

(4) y=\/ 荆 -了 ,定义 域 :( -oo 一 1)UIL+oo) 值 域 :[0,1)U(L+ oo)， 


4. 指出 下 列 函 数 是 由 万 些 基本 初等 函数 复合 而 成 的 : 
(17》 y = arcsin (21 ?= 本 log (zx 一 1)， 


十 ] 


1 
解 【1) y=arcsin zz= 一 ,mo= 关 十 ]. 
VT 


5 


{2) y=- 二 坊 3 ]og own 一 开 一 二 : 
S$, 求 下 列 郴 数 的 自然 定义 域 与 值 域 ， 
(1) y= jog sin 关 fa2>1)i 
《了 了 二 Yeos 证; 
(3) yy 一 Y 4 一 和 一 并 
全 站 
六 
解 〈1) 定义 域 : 避 (28x,(2+1)r), 值 域 :( 一 co,0]. 


(2) 定义 域 ; [| | 2kr- 至,2km+ 也 |, 值 域 :[0,1]， 


业 候 画 


(3) 定义 域 :[ -4,1], 值 域 :|0, 立 | 
(4) 定义 域 ;( -mm,0)U(0,+ co) , 什 域 :| 332，+ 


6. 问 下 列 函 数 了 和 8 是 否 等 同 ? 

(1) FIz)=iog (zyg(z)=2log rz; 
【2) Fr) 一 sec 了 一 tantgfz) 一 1 
(3) PCzy=smzt+eosyy gz)y= 工 
解 (1) 函数 了 上 和 5 不 等 同 . 

(2) 函数 上 和 Fr 不 等 同 ， 

(3》 函数 了 和 8 等 周 ， 


7 (1 设 关 zz+3=2z 一 3xz + 一 1, 求 Fz)i 
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8 3 有 映 射 与 西数 | 克 


(2) 设 /(52)}= 戈 5T, 求 Fr 


解 (1) 令 x+3=1, 则 =t-3, 代 人 等 式 ,得 到 
Fit)=20r 一 3 -30-372+S0 一 3) -1=2P 21 天 +771 一 呈 . 
所 以 CS 


《2 ER 则 二 = 王 T T, 代 人 等 式 ， 得 到 


ft 一 1 2 二 1 
及 号 一 3 了 4+ 一 |” 
人 
上 三 由 
人 
8. 设 F(z)= 让 未 产 六 产 产 访 产 广 庆 了 的 函数 表达 式 . 
十 1 
解 产 F)= 和 
六 元 让 二 和; 


9, 证 明 : 定 文 于 (- ,+o) 上 的 性 何 画 数 都 可 以 表示 成 一 个 企画 数 与 一 
个 奇 困 数 之 和 ， 


证 昌 然 长 写 太刀 是 个 务 数 ,长 2 太刀 是 奇 函 数 ,而 
_Fzy+ 大 -YY 所 2 一 一 全) 
zz) 人 


10. 写 出 折线 ABCP 所 表示 的 函数 关系 y= 拨 z) 的 分 段 表 示 ,其 中 4 = (0， 
3),B=(L-1),C=(3,2) ,=(4.0). 
4 二 3， 二 去 [0,1]， 


解 y=1 王 =- 六，zE(13]， 
一 2zr+8，TE(3,4]. 


1 . 设 .Az) 表 示 原 教材 图 1.2.8 中 阴影 部 分 面积 , 写 出 函数 y= rz)， 
zfE [0,2] 的 表达 式 、 
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办 | 第 一 站 梨 合 与 妥 儿 


末 z?， 
解 3 二 


-二 x+2z 一 1， zE(1.21. 


12. 一 玻璃 杯 赣 有 和 有 .水 .煤油 三 种 液体 ,密度 分 别 为 13.5 gfem ,1 gjen ， 
0.8 gxerm ( 原 教 材 图 1.2.9), 上 层 煤 油 液 体高 度 为 5 em, 中 层 水 液体 高 央 为 


4 cm, 下 层 乘 液体 商 度 为 2 cm , 试 求 压 强 P 与 芒 体 深度 * 之 间 的 攀 表 关 系 . 
解 ” 取 重力 加速 庆 E= 980 cmjs' ， 


784， ze[0.5]， 
oreme 吧 2zE(5,9]， 
13 328r -112 112， 多 (9,11]. 


图 1,2.8 图 1.2.9 


13,， 试 求 定义 在 [0,1] 上 的 男 数 , 它 是 [0,1] 与 [0,1] 之 间 的 一 一 对 应 ,但 在 
[0,1 的 任 一 子 区 间 上 都 不 是 单调 函数 ， 
为 有 理 数 ， 
人 1-Z，zY 为 无 理 数 ， 
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第 二 章 ”数列 家 在 


醒 汪 实数 系 的 连 颖 作 


1, (1) 证 明 y6 不 是 有 理 数 ; 
{2)wY3 +wY2 是 不 是 有 理 数 ? 


证 〈1) 反 证 法 , 若 /6 是 有 理 数 ， 则 可 写成 既 约 分 数 Y5 = 一 ， 由 ” 二 607 ， 


可 知 六 是 傅 数 , 设 mm= 人 ,于 是 有 3m = 28 ,从 而 得 到 是 俩 数 ,这 与 二 是 既 


约 分 数 予 盾 . 
ee 则 可 写成 既 约 分 数 V3 +Y2= 


呈 于 是 3+2V5+2=2rW6= 浊 加 六 , 即 /6 是 有 再 数 ， 与 (1 的 结论 矛盾 ， 


2 ne 
=j zj| 六 0 


2 


二 可 


二] 似 <|o<z< 笃 |， 


= | 要 jms,nEN, 并 且 天 妇 7 |) 
解 min4a=0; 因 为 YrEAa, 有 z+1EA,r+l>r, 所 以 tmmax 和 不 存在 ， 
max 旦 三 5i0 本 半生 因为 YaE 昌 ， 3ze |0 艺 |， 使 得 = sn rz ,于 是 有 


sin 斑 所 B,sin 可 所 sin z<w, 所 以 min 悍 不 存在 ， 


于 十 上 入 
下 (十 T< 


“和 


,所 六 max 已 与 minC 都 不 存在 . 


(1) 44 避 3B 是 有 界 集 ; 
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鸭 | 第 二 生 妆 列 报 条 


(2) S= jzr+ylrEa,yE 吕 lj 也 是 有 界 集 ， 

证 ( 划 设 YzEA4., 有 lz| 委 MYoyEB, 有 |y| 委 Ma , 则 YzE4UB, 有 
=| 过 max AT ,NT | 

(2 设 YrE NA 有 zl 和 时, VYyE 也 ,有 |31 委 出 , 则 == 工 + 区 S ,有 
[1z| =|7t+yl 和 zy+1yl 且 1M+ AM 


4. 设 数 集 S 有 上 界 , 则 数 集 T= 1zl1-xESi 有 于 界 , 且 sup S= -inf 了 了. 

证 设 数 集 S 的 上 确 界 为 sup 3S, 则 对 YzrET=1z[-zESl 有 -> 去 
sup 8, 即 z 之 -sup SS 同时 对 Ye>0, 存 在 yES, 使 得 ">sap S-e, 于 是 - yE 
T, 县-y< -sup S+e. 所 以 -sup 3 为 集合 工 的 下 确 界 , 即 inf 了 = -snup S. 


5. 证 明 有 界 数 集 的 上 ,下 确 界 惟一 . 

证 设 sup S 既 等 于 A, 又 等 于 日, 呈 A<B. 取 e= 也 7 全 >0, 因 为 为 集 
侣 S 的 上 确 界 ,所 以 了 ze 5S, 使 得 z>8B-s>A, 这 与 和 为 集合 S 的 上 确 界 巴 
盾 ,所 以 上 = 互 , 即 有 界 数 集 的 上 确 界 惟一 . 同 理 可 证 有 界 数 集 的 于 确 界 惟一 


6. 对 任何 非 空 数 集 S$, 必 有 sup 53inf S. 雪 sup S=inf ss 时, 数 集 SS 有 秆 
各 特点 ? 

解 对 于 YzES, 有 inf 93 委 z 委 sup S, 所 以 sup SZinf S. 当 sup S=infS 
时 , 数 集 $ 是 由 一 个 实数 构成 的 集合 ， 


7. 证 明 非 空 有 下 界 的 数 集 此 有 下 确 界 . 
证 参考 定理 2.1,1 的 证 明 . 


8. 设 S=jzlzEQ 并 且 妆 <3j ,证 明 : 
(1 5 没有 最 大 数 与 最 小 数 ; 
(2 S 在 色 内 没有 土 确 界 与 下 确 界 . 


区 区 品 远 卫 ] <3 于 和 
证 (1) Y ES 人 >0, 则 (了 <3, 姜 <2. 取 有 理 数 >> 0 充分 小 ,使 得 
2 人 2 了 2 了 2 2 了 
王 荆 本 3 [和 】 ,于 是 | 3 + [三 ) 十 地 +r< | 和 二 六 十 4 区 3, 即 
4 r 和 SS, 所 以 S 没有 最 大 数 , 同 理 可 证 $ 没有 最 小 数 . 


(2》 反 证 法 . 设 S$ 在 如 内 有 上 确 界 , 记 St 和 S= 示 (ziEN, 且 广 , 玫 互 
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5 2 数 旨 克 中 侈 


质 ) , 则 显然 有 0< 对 <2. 由 于 有 理 数 平方 不 能 等 于 3, 折 以 只 有 两 种 可 能 ， 

(GD ( 显 } <3, 直 (可 知 存在 充分 小 的 有 理 数 =>>0, 使 得 [二 + r] < 3, 这 
说 明 二 + rES, 与 sup S= 二 记 盾 ; 

( (于 ) > 3, 取 有 理 数 r>0 充分 小 ,使 得 4r - 产 < (2 - 3, 于 是 
二 -] = () -经 + 天 > (2 -4r+ 王 >3, 这 说 明 二 -也 是 S 的 上 
界 , 与 sap S= 二 矛盾 .所 以 S 没有 上 确 界 . 

辣 理 可 证 S 没有 下 确 界 . 


全 Sa 数列 被 原 


1. 按 定 义 证 明 下 列 数 列 是 无 穷 小 量 : 


人 5 
(1) 交 本 (2) 人 -1)700.99 因 时 
(3) 呈 (4) | 一 ; 
3 
《各 )》 避 | 
大 | ， 1 1 | 
(71 卫 和 【8 ) 区 下 人 +( 1 和 了 


证 (iD) Ye (0<e<2), 取 N= [三 |, 当 > 玉 时 ,成 立 


0< 忆 -< < 气 . 


(C2) ye (0<s<1), 取 和 = [全 |, 当 2 > N 时 ,成 立 

| 于 D"00.99) | < (0.99) 蕊 和 =。 
G) Ye(0<s<2), 取 Ni=| 二 ], 当 m> Ni 时 ,成 立 二 < 三 ， 
取 N; = [ee 和 |, 当 > Na 时 ,成 立 5 < 生 ， 


刚 当 #”> 六 =maxi ,| 时 ， 


-< 
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国 | 第 = 站 效 列 权限 


(4) Yef0<e<1), 取 N= [三 |, 当 >N 时 ,成 立 


0< -人 2 < < 


e 


了 
时 有 于 四 1 白玉 1 
和 


了 
| [| ]| 当 nm> 六 时 ,成 立 0< 生 < 工 < 


六 E 2 人 , 取 六 = max 3 


姑 和 民 一 于 中 一 节 
(6) 当 a>5, 有 2TS 于 "| 到 <3.| 环 | .于 是 Ye(0<s<3), 取 六 = 


志 3 1 入 一 权 
人 | 全 , 当 n > 时 ,成 立 0<5T<3'( 亏 | 总 芭 


(7) Ye>0. 取 N= [二 |, 当 na>N 时, 成立 0< 四 < 工 < 


1 1 1 . 区 | 
《8) 首先 有 不 等 式 0< 二 一 卫生 | 7 六 -Ye(0<e< 


如 
三 ii 
D, 取 N=| 二 |, 当 z>N 时 ,成 立 0< 了 -二 HT+ -+(-D < 


本 


2 二 
{17 避让 了 一 可; 《2) Ji 下 二 寺 ; 
(3) jimtv 7 十 帮 -= 玉 ; (4) Unmw37 十 2 = 


2 ， 是 偶数 ， 
1-10-”，72 是 奇数 . 
证 (0 Vs>0, 取 N=| 产 |, 当 >N 时 , 威 立 


(5) limz, =1, 其 中 -| 


3 了 | > 人 
3 证 十 人 了 3(373 二 2] 开 。 


(2) Yes>0 .到 N= | 去 |, 当 ny>N 时 ,成 立 


二 | 
一 一 一 一 | = -天 -一 一 一 么 二 -所 E.. 
加 We 十 天 十 大 2 
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$ 2 数列 极限 中 
(3) Ye>0, 取 N=[ 赤 | , 当 na>N 时 ,成 立 
VW ma 十 一 -下 = 人 
【 天 "十 关 一 天 ) 河和 8 


(4 令 w38T+2=1+a , 风 a >0,3a+2=(L1+e >1+Cez 当 产 > 


时 .有 as<y ET< 庆 ， 所 以 Ye>0, 取 N = [3 | , 当 a> 交 时 ,成 立 
让 


《SS Yet0O<cssl), 取 入 =max 


[二 ], [了 ]| 当 ，> 时 , 考 。 是 个 


数 , 册 成 立 | z， 人 ; 若 = 是 奇数 , 刚 成 立 | z。 -=Tr<s 


3. 举例 说 明 下 列 关 于 无 穷 小 量 的 定义 是 不 正确 的 ; 

(1) 对 任意 给 定 的 >0, 存 在 正 整数 六 ,使 当 > N 时 ,成 立 了 去 si 
(2) 对 任意 给 定 的 >0, 存 在 无 穷 当 个 ,使 | | 扫 . 

解 〈1) 例如 rz, = -2 , 则 lz 满足 条 件 , 但 不 是 无 穷 小 量 


1 ， 7 是 奇数 ， 
了 三 也 + 但 * 
(2) 例如 zx 国 ， 是 个 数 则 | ,| 满足 条 件 ,但 不 是 无 穷 小 量 


4. 放 芭 是 一 正 整数 ,证明 :lim z 二 如 的 充分 必要 条 件 是 lim zs 三 @. 

证 设 limzo=a, 则 Ye>0， ANYaz>N ,成 立 | x， -as|<<s ,于 是 也 成 立 
17 一 al<e, 所 以 lmzoe=ai 

设 lm zy= a, 则 Ye>0， AN ,Van>N ,成 立 |r -al<xs 权 N= 
N + 友 , 则 站 > 六 ,成 立 |z al<e, 所 以 im ro=a. 


全 设 lim za = lim zasyi =a ,证 明 :limz, =a. 

证 由 Jm zx = lm za sa 可知 Ye>0,3N，yn > Ni 成 立 
|ra~al<si3N yna>Ni ,成 立 1jzi -al<e. 于 是 取 N =max|2N，， 
2Na+1|， 站 >N 成立 1z -alce. 


6， 设 2 之 0, 且 ina z。 =a220, 证 明 ;limvV zs =Va， 
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为 | 革 = 章 数列 家 殉 


证 首先 有 不 等 式 |Yzr -Yel 生 Viz-el 由 jimzm=ea' 可 知 VYe>0， 
习 N.Yra>AN 成立 |z -al 区 局 , 于 是 Lv zx, -vael 委 v zy -al<e. 


7. | z, 上 是 无 穷 小 量 , | 上 是 有 界 数 列 ,证 明 |zr ,yi 也 是 无 穷 小 量 . 

证 没 对 一 切 ”| | 丢 邮 (AM> 人 .因为 jzr,1 是 无 劳 小 量 , 所 以 Ye >0， 
3 了 N,VYna>A, 戌 立 |1zo| 忆 厄 : 于 是 Ya>AN ,成立 |zoy,|<s, 所 以 | zy 也 是 
无 穷 小 量 


8. 利用 夹 明 法 计 算 极限 : 


1 
， 1 了 ] 全 
(D li 人 (1+ 玛 + 可 + + 二 | 


1 1 1 
2) [十 + 一 记 + 一 上 关 ]; 
二 +v1 2 +TwVI 证 十 W 神 
人 


3) jim 忆 了 7 元 ; 


让 3， 号 ， {272 一 1 
人 


解 【1) 由 1<(1+ 到 + 1 + < 泊 与 jimg=1 ,可知 


1 ] ] 
1i (一 天 + + 
2 必 +wT 7 十 天 十 W 放 1 


CTJ 
十 
人 了 是 2 与 im 2 十 2- 2, 可 知 
站 = 


(4) 庶 用 不 等 式 2k > Y128 -1T038TT7 ,得 到 0< 芋 3 定 二 全 5 二 < 
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和 2 数 齐 极 腿 导 
,由 lim 上 _ -0, 可 知 
va+Ll “=Y2n+1 
1 ne 
9. 求 下 列 数列 的 极限 ， 
0 癌 更 于 站 和。 耳 于 下 于 于 全 
(3) Hi 了 (4) Im(ym TIT- bsin 3 


《S) limw mV 2 十 -va);i (6) limV(V 了 十 一 沁 天 二 二) 


(7) ln 本 (8) 人 1- 冯 ] 人 -亲人 -二 


四 mo 人 
1 
3 十 到 
解 《1) lim 人 
寿 = 阳 | 下 - 扣 1+ 了 
2 
2 并 
(2 im 了 十字 好 -3w+1_， 全 Pa 
wm 283 一 7 二 3 3 2 
这 
天 ”天 
共 3 
二 十 < 
3 十 如 3 3 了 
3) 1im -一 一 一 一 一 人 
2 和 I++i) 2 [和 十 二 让 3 
站 
【4) 因为 lim(v fi 十 L 一 1 下， sin 本 受 ]1 ,所 以 


lim (Ye +1- 1)sin 了 =10. 


(5) lmVm(VFfi = 萝 记 2 产 = im - 产 = 一 广 ， 


1+ 一 +1 
失 


(6) UnVaty 二 Ti -wmfTD= 人 
CCY 1 二 WE 十 )Y 十 革 十 天 十) 


一 28 Ya 


= lim 
mv 1+WN+TV3z+T+RA+1) 
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国 | 第 = 章 效 列 机 


本 六 1 { 1 
MT 1 电 | 


1.3.2.4.3.3., (二 2)8 (aa 1)aTI -imz+te dl 


人 = [im 蕊 = 方 . 
9) 1<Yng a<vVm ,limvyz =1, 所 以 
Jimy ma 这 于 一 1 
人 和 3 3 2 ~1 
(10) 说 过 = 到 + 示 + 训 + + ' 则 2z, =1+ 训 + 这 + 2 
丙 式 相 减 , 得 到 z。= 1+ [1+ 广 + 到 + + 二 -各 
下 圭 1 | 
由 人 1++ 率 + = 2 im =0, 可 知 
lim ze 三 3 


10. 证 明 : 若 z >0 (za ee =0. 
二 + 名 计 +1 了 一 的 


= >>1, 可知 了 及 ,站 > 成 立 -- 二 rr 


如 +1 全 +1 


严 一 机 一 1 1 时 一 向-1 
于 是 0<a<avii[ 地 ] .由 1lim oo = 了 站, 可知 


lim ea 三 必 ， 


站 一 PD 


证 取 1<r 过 7， 由 1im 一 


11. 证 明 : 若 ce>> 日 (= 二 2 )， 
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12. 设 limfe +ai+…+a) 存 在 ,证 明 : 
1) im 一 (ai 十 2ay 十 二 Ha 一 


村 中 而 交 下 二 站 交 和 站 人 


中 时 一 
解 《1) 设 ai+fas+…+as=iylimss=a 则 由 了 pas= nso 一 >》， 吕 ， 
re 目 关 寺 =1 
可 知 


-co 下 一 


晶 五 一 了 
lim 了 Sa = lims， 一 Im [2 * Toj= 己 一 和 二 了. 
i= 人 昌 总 工会 | 
(2)》 由 0<fnl (al +2az+…+ za) 与 (1), 即 得 到 


imtzl ae) 二 0 
13. 已 知 lma, =ay,tlmE = 问 , 证 明 ， 
G1 此 。 十 妇 2 在 
litm 
mp 一 吕 玫 
证 令 a=e+ayb= 训 + 及, 由 limas=aylimp = 玉 可 知 limas =0， 
lm& =0. 设 YaEN, ,|8,1 委 夺 , 因 为 


Ci 了 十 Qx 8。， 十 十 Ge 


十 玫 可 二 1 奏 
二 
开 六 F 1 呈 1 


1 记 AT 
0 | ai -ti| 实 机 之 ， | as | ， 
上 =1 


业 =】 


十 十 人 


如 一 上 


人 人 


由 lm 一 多 m=0，lim 二 2 |a ,| =0 及 lim 二 > 入 =0, 得 到 
di 9 


1 Ga 十 Ca li 二 Ge 2 
让 一 好 型 


6 . 


“十 全 


14. 设 数列 ja, | 满足 im 生生 =a(-oo<a<+o), 证 明 ; 


lim22=0. 
rm 机 
十 吕 十 ，… 十 本 5 
证 因为 im 一 一 2 人 


， 区， 好 | 十 站。 十 … 十 你 如 | 十 Te 
国生 (生生 ee -多 =， 


刀 扣 
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办 | 利于 牙 列 要 


ES3 无 穷 大 量 


1. 按 定 义 证 明 下 述 数列 为 无 穷 大 量 : 


2 十 1 1 
人 C) |oe. 仁 儿 (4a>D 
G) fa -aean al 0 | 天 二 -天 1 
所 县 ICtaT 失 | 3 本 有 5 : 
证 (DYG>0, 取 N=l3GC], 当 > 时 ,成立 | 也 | > 号 > G， 


三 ]og. 姑 > 站 . 


吃 人 | 


《3)] 站 石 0, 取 N=|G+ 寺 |, 当 为 六 本 时, 成立 | 站 一 aretan 天 | 辣 . 


(4) YG20, 取 和 =[2G5, 当 2 2>N 时 ,成 立 


(2) YG>0, 取 N=[eo], 当 na>RN 时 ,成 立 


摧 
六 二 好 十 了 
2.(1) 设 lima, = +m( 或 ~o), 按 定义 证 明 : 
曾 本 0 
放生 o 好 


(2) 设 e, >0,lima. =0, 利 用 (1) 证 明 ， 


lionfalaa as) 三 昌 ， 
证 (1 设 Iima=+c, 则 YG>0,3N>0Ya>Niias>3G. 对 固定 


+ 人 十 … 十 
的 Ni ,3N>2N YAn>N ,成立 | 2 区- 


班 


可 ] 十 既 2 | 十 Qi 4 十 十 _ | ea 十 Ga 十 二 


站 并 四 
同 理 可 证 当 lima, = - 时 ， 成 立 lm2 2- 本 
《2) 先 证 明 下 述 两 个 命题 ; 
(人 设 z>0limze=0, 则 limln zs= 一 
证 YG>0, 取 =es>0, 由 zx >0,limnr =0, 可 知 3N,Va>N, 成 立 
0<a <e=e-o ,所 以 nz<-G 即 
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limln ,= 三 一 oo 


乓 设 lay = -me, 则 imen = 
证 Y0<e<l 取 G=ln 工 >0, 由 jimy,= -oo, 可 知 3N,VYa>N 成 立 
4 一 =lne, 所 以 0<e 穴 E: 即 
lime" 一 0 
利用 以 上 两 个 命题 与 (1) 的 结论 ,就 有 以 下 的 证 明 : 由 于 as, >0, lima,=0， 
所 以 mln as = - 吕 , 于 是 


， 1 fpnaei+inas+…… 十 ne。 
linmipf elese ez 一 二 人 
才 - 一 二 一 mo 


从 而 


{ 
limteies ee)a=jlmen ce 
有 一品 


, 证 明 ， 
设 |z,| 是 无 穷 大 量 , | % | 衬 8>0, 则 ixz, 关 | 是 无 穷 大 量 ; 


(2) 没 iz,j 是 无 穷 大 量 ,imy = pz#0, 出 fzsyo 上 与 | 袜 

证 《了 1 国 为 jz,| 是 无 穷 大 量 , 所 以 中 G>0,3NYn>N ,成立 |z | > 
写 . 于 是 Ya> N ,成 立 | rsy| > G ,所 以 1 zy | 也 是 无 穷 大 量 . 

(2) 由 ja 和 0, 可 知 3N Ya> NT 成 立地 [ys215|， 


因为 |z。| 是 无 穷 大 量 , 所 以 六 人 >0 ,了 N 呈 mA 成立. 


2 全 


| , | >mmax 


取 六 =maxfAN |， 妆 , 所 以 1 


与 | 字 | 都 是 无 穷 大 量 ， 


4. (1) 利用 Stolz 定理 ,证 明 : 
和 
民生 达 失 3 

LE 


(2 求 极限 limn 世 十 3 十 芋 十 


更 多 教材 下 载 : htt p: //Xxuexi . hagongda. com cn 更 多 考研 资料 下 载 : htt p: // kaoyan. hagongda. comcn 


铭 | 秆 = 利 避 列 可 由 


、 皇 + 和 + 和 (22t+1) (2z+1) 和 
2 二 学 二 平 寺 二 (21+ 地 41 ，3[P+ 字 十 十 (20 二] 一 4 
本 fmal 3 了 +5 (2 一 闻 | -ia (22 十 ]) | 一 4 
R 瑟 如 3 本 5 3 天 
-in3(02n+1I) 一 42 +4E-1) -lm242 IT-4 
8 3 一 3(2 一 7 arm 前 二 一 3 


S$, 利用 Stolz 定理 ,证明 ， 

(1) lm oag =0 (a>1); 

(2) 四 到 =0 (ae >1, 是 正 整数 ) 

证 {11) 先 证 明 下 述 命 题 ， 

设 z >0,iimzo=1, 则 limlogszv =0. 

不 妨 设 a>1. Ye>0, 取 了 =minie ll1-a >0. 由 limzr,=1, 可 知 
了 六 ,由 2> 有 成立 |z, -1 过 7 于 是 ea 一 扫 区 二 下 ,从 而 -es<logr<e, 即 

imlogozv 二 (0. 
利用 上 述 命题 与 Stolz 定理 , 即 可 得 到 


log .7 


三 limlog, =0. 


是 上 王 上 
(2) lm 于 = im 于 二 人] 一 PIC) 


4 一人 各 人 一 oO 
其 中 忆 - (Co 为 关于 产 的 上 -1 次 多 项 式 ; 重 复 上 述 过 程 坟 次 即 得 到 
z Pi(na) 二 忆 -2() 1 Potkza) 过 
人 一 1 1 RE 芭 
6 (1) 在 Stolz 定理 中 , 若 jimm 了 二 了 = oo 能 否 得 出 lm 站 = oo 的 结论 
(2) 在 Stolz 定 理 中 , 若 lim 了 一 不 存在 ,能 否 得 出 lim 闻 不 存在 的 结 


论 ? 
解 【1) 不 能 .考虑 例子 r, = (一 1 = 下， 


一 《一 1 (2 一 1) _ So ， 
mr 一 的 Ja 1 本 1 


但 lm 汪 = ]mm(- 1" 极限 不 存在 . 


斌 本 


ee 
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了 


(2) 不 能 .考虑 例子 zi =1 -2+3 和 3 一 和 + 一 1 
一 za -lim 2 极限 不 存在 ， 但 权 冯 =0， 


7. 设 0<<1l,limna,=a, 证 明 
lim(a +aas il + 和 as-zdi + Mrao) = 全 于， 


Ra 十 各-1a 十 十 色 
证 记 下 =、 , 刚 a +ha i++ha= 一 一 一 一 ,利用 


严 ” 
stolz 定理 ， 
5 二 
limfa + 和 ai 十 久生 十 十 天 "0 一 im 一 一 


是 如。 浆 


IE 


8. 设 4. = 六 o, 当 woe 时 有 极限 ,| | 为 单调 递增 的 正 数 数列 ,县 


各-+eofnoo), 证 明 : 
六 4 加 a2 二 per -0 


lim 机 
证 设 liima =A. 作 找 换 Ce 
二 1 十 六 十 十 四 as 和 Ai 十 加 (一 4， 0 六 (4A， 二 1 
六 声 
到 站 (加 - 身 ) 二 (加 一 加) 二 二 和 ( 访 一 加 -ii) 


所 
对 上 式 求 极限 ,在 求 后 一 分 式 的 极限 时 应 用 Stolz 定理 ， 


声 1 们 ,十 疡 :局 : 十 和 7 声 Gn 
im 一 一 一 一 一 -一 一 
Ai 及 一 站)》 十 几 [( 扩 一 训 ) 十 … 十 生 。i( 六 一 声 1 


。 岂 ， 凡 记 吓 户 。11 
0 大 。， 一 直 , -1 


”54 


1. 利用 lim [1+ 二) =e 求 下 列 数列 的 极限 ; 
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约 | 和 -音效 下 把 


归 了 日 
(Di 人 -全 0 各 (1+rzi: 
1 全 
再-， 
9 名人 直人 攻 四 人 有 
(5) im (1 + 元 一 站 
号 地 碍 
了 芍 


] 1 1 1 
(到 】 (+ | 二 
二 十 二 1 二 加 
了 (+ | |=* 


f 
于 
， 1 ， 14217 
(3) (让 =i[(+ 翅 ) | =\. 


一 


和 | 
(4) 因为 对 一 切 n ;成 立 1< [+ 二 <3, 由 于 lim1 二 =1 与 lin38 = 1, 由 


级 跟 的 夹 到 性 ,lim | [1 + | 下 =1 ,所 以 


工 
im 人 [1+ 辫 ] = 和 [|(1+ 交 | 上 =1 
天 证 


Ke 的 性 一 


{5)] 当 于 之 2 时 ,有 

(+ (二 -) < 二 ] 
站 
夫 


由 各 人 1+ 请 = 与 各 人 + 二 ) =e 邯 得 imfl+ 二 -) =e 


得 下 < 


2. 利用 单调 有 界 数 列 必定 收 敏 的 性 质 , 证 明 下 述 数列 收敛 ,并 求 出 极限 : 
【1 实 1 =wY2 ,7 ，i = 了 2 十 交 天王 ,23 
【2) 开 1 一 | 二 wy 了 ， 茜 一 下 23, 


《3) 让 =vY2 ,xz ，， = 一 123 mp; 


(4) ziI=w4T3r 1 23 
(5) 0< ri<Klzl=1-w1- =12 3 
《6) 0 和 Ti 六 Tri 二 To(2 一 Te) 一 12 3， 


解 【1) 首先 有 0< zi=vY2<2, 设 0<z<2, 则 0<z,=wV2+ 刀 二 2, 由 
数学 归纳 法 可 知 Ynm ,0<zs<2. 由 


2 
. 宇 = Tax-1 


更 多 教材 下 载 : htt p: //Xxuexi . hagongda. com cn 更 多 考研 资料 下 载 : htt p: // kaoyan. hagongda. com cn 


;4 必 故 间 | 确 


可 知 数列 {r,,， - z,| 保 持 忆 号; 再 由 r; - zi >0, 可 知 Yayzi-zr>0, 所 以 
|z,| 是 单调 增加 有 上 界 的 数列 ,因此 收敛 

设 lim r, = e ,对 等 式 r,,: = V2+ z, 两 端 求 极限 ,利用 习题 2.2 的 第 6 题 的 
结果 ,得 到 方程 = v2+a , 解 此 方程 ,得 到 a=2, 因 此 

1 

(2) 首先 有 0< xz =vI<2, 设 0< mm<2, 则 0<z =v2z<2, 由 数学 归 
纳 法 可 知 Yn0<z<2 由 Tti=wv2z -dt = rz- )>0, 可 
知 {z,| 是 单调 增加 有 上 界 的 数列 ,因此 收 令 

设 iim r, =a ,对 等 式 zy = V 2z, 两 端 求 极限 ,利用 习题 2.2 的 第 6 题 的 结 
果 ,得 到 方程 x= v 2a , 解 此 方程 ,得 到 e =2( 另 一 解 5=0 舍 去 ) ,因此 


lim yz 三 2. 


(3) 首先 有 zi =y3Z> -二 设 闷 > -1 则 it= 了 > 一 1 由 数学 归纳 


二 | 四 
法 可 知 疙 天 ,ze> 1. 由 z。,， Te 了 2 十字 


单调 城 少 有 下 界 的 数列 ,因此 收 笋 ， 
设 Jzo = a， 对 等 式 xil= 元 寺 两 喘 求 极限 ,得 到 方程 < = , 解 此 广 
程 ,得 到 a= -1, 革 此 


气 0 ,可 知 | z， | 是 


lim rz = 一 1， 

(4) 首先 有 0< ri=1<4, 设 0< rz<4, 则 0<zy=V+3zm<4, 由 数学 
归纳 法 可 知 Yr0<zsc4. 由 总 = 和 +3z 一 和 一 (4 一)C1+7) 0， 
可 知 |z,| 是 单调 增加 有 上 界 的 数列 ,因此 收敛 . 

设 lmz, = a ,对 等 式 zl = V4+3z 两 端 求 极限 , 利 用 习题 2.2 的 第 6 是 
的 结果 ,得 到 方程 = 4+3a , 解 此 方程 ,得 到 < =4, 因 此 

人 

(3) 首先 有 0< zi<1, 设 0< <1 则 0<m=1-wyvIL= 冯 < 女 1, 由 数学 
归纳 法 可 知 Ya;0<z<l 由 xz -ii=1-z-wT-z<0 可 知 |z | 是 单 
调 减 少 有 下 界 的 数列 ,因此 收 领 . 

设 lim z=a, 对 等 式 rz =1- YY- 六 两 端 求 极限 ,利用 习题 2.2 的 第 5 
题 的 结果 ,得 到 方程 xs=1-~wI1-a, 解 此 方程 ,得 到 a = 人 另 一 解 ea = 1 会 去 )， 
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看 第 二 章 ，” 数 列 极 限 
因此 


]im z, = 人 
《6) 首先 有 0< zi <1 设 0< 王 <1 则 0< 阅 = 和 人 2-)<1, 由 数学 归 
纳 法 可 知 丫 z0< 了 < 由 2 和 2) 一 = -ar)2>0, 可 知 
{z,| 是 单调 增加 有 上 界 的 数列 ,因此 收 笋 . 
设 lim z。 =a, 对 等 式 ri = zf(2- 两 端 求 极 限 ,得 到 方程 < = a(2 - 
a) , 解 此 方程 ,得 到 ua =1( 另 一 解 a=0 合 去 ) ,因此 


jimz, 三 |， 


3. 利用 递 推 公式 与 单调 有 界 数 列 的 性 质 , 证 明 : 


2 3 4 天 十 工 
U) 1 可 "于 林 2 


一 口 ; 
(2》 lim =0 (e>1); 
37) 上 大 

re 吾 


+ 广 十 也 
2 二 3 


5 入 所 以 


人 
1 7, 1 是 单调 减少 有 下 界 的 数列 ,因此 收敛 

设 Hmzr, = ea ,对 等 式 vi = 到 和 z 两 册 求 极限 ,得 到 = 十 e ,于 是 a- 
0 ,因此 


人 


《21) 设 x, = 和, 骨 20, 且 当 a>a 有 时 ,一 = 
开 1 Te 于 十 
项 开始 是 单调 减少 有 下 界 的 数列 ,因此 收 敏 . 
设 liam z。 三 z2 对 等 式 n+1 SS 两 端 求 极限 ,得 到 工 二 站 ,因此 


,从 某 一 


lim = = 小， 


n 到 训 
(3) 设 mm= 思 ,出 >0, 庆 = (1+ 广 】 >1, 所 以 !z,1 是 单调 碱 少 有 下 
界 的 数列 ,因此 收 笋 . 
设 色 二 一 a ,对 等 式 z, = (1+ 二] = 两 半 求 极限 ， 得 到 -oo ,于 是 v- 


更 多 教材 下 载 : htt p: //Xxuexi . hagongda. com cn 更 多 考研 资料 下 载 : http: // kaoyan. hagongda. comcn 


54 收 攻 站 % |@ 


0 ,因此 


4. 设 zi = 到 [二 + 二 ja=12.3i ,分 xi = 与 xi= 一 2 两 种 情况 求 
im z 
解 对 =1, 易 知 Yr,zr,>0 且 当 ?22 时 ,r, 3v2. 由 了 -= 


二 


本 + 二 0， 可 知 数列 j =, | 单调 减少 有 下 办 ,所 以 收 伍 . 


设 lm z, = a, 对 等 式 rs ee 。 = 


椰 [+ 二 外 , 解 得 =V5(a = -V5 合 去 )， 
对 zi 一 2, 鸣 知 Yayz 欠 -由 zt- mm= 一 他 + 于 >0, 可 知 数列 


1z, 单调 增加 有 上 界 ,所 以 收 化 
设 Jim mm = 6 对 等 式 rt = 于 [x+ 二 | 两 讲求 极限 , 得 到 = 


] 


到 + 地 j, 角 得 5 = -V5(5 =V2 会 去 ) ,因此 


lim r， = -YY2， 


性 骨 十 十 隆 电 
5. 设 ri 一 QT 一 各, = (1,2,3，), 求 ma 


了 于 (z, -z，,), 得 到 数列 | ， -= 


解 ”首先 利用 递 椎 公式 rz, -zs= - 


的 通 项 公式 二， -二 -人 -二 | (= 然后 


## 一 1 革 
好 (3 (| 
得 到 
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多 | 第 -= 童 灼 列 极 R 

6. 给 定 0<a<6 令 站 =a 轴 = 有 

(D 着 mV 了 克 ,= 王 了 生 (a=1,2,3，) 证 明 ! ze|,|y| 收 伍 ， 
且 lim z, = lim yw ,这 个 公共 极限 称 为 e 与 6 的 算术 几何 平均 ; 

(2) 着 总 = 王 卫 y=2(=1,2.3， 证 畴 [zjilyu| 收 各 ， 
且 jim r, = lim y .这 个 公共 极限 称 为 " 与 的 算术 调和 平均 . 

证 (]) 首先 易 知 Ya ,有 z 扫 ,由 疝 -=VTTV -YA 二 )z0， 
(一 ) 生 0 得 到 a 生 cn< zi< yi 二 刘 即 |z,| 是 单调 
增加 有 上 界 的 数列 ,1 >. 是 单调 碱 少 有 下 界 的 数列 ,所 以 它们 收 伍 . 设 lim z, = 


Zimyu 二 ,对 加 = 站 一 了 ， 


(2) 首先 易 知 当 n2 时 ,有 z 关 交 -由 zi 了 ( 罗 二 入， 


f 二 
yi- 光 = 盖 攻 0， 得 到 当 下:2 时 ,二 2 < 禄 锦 人 去 


二 是 单调 减少 有 下 界 的 数列 ,所 以 它 


们 收 敏 . 设 limzr,=z,limym = 对 zi= 工 二 了 汪 ， 


7. 设 r =VI,zi= 5 (an=1,2,3,，…) ,证 明教 列 | z.j 收 仇 , 并 求 极限 


解 当 0<z<v2z-1L 时 ,有 zi>v -1; 当 z >wv-1 时 ,有 
0< zi<vY2- 
由 于 ri =V2>wv2-1, 得 到 Ynz>y-1,0<z <v-1. 于 是 由 
DC 0 
。 0 和 
人 _ 2 二 Ta 二 一 207a -Y2+1t 人 (za 二 2+3、 
和 5 
可 知 数 列 1 zz-:| 单 调 减 少 有 下 界 ,数列 | z;,| 单 调 增加 有 上 界 , 从 抽 都 收 化 


1， 和 之 
说 1im za 一 如 ,im 之 zn -1 一 ,对 等 式 定 2r4T 一 
ID 证 “ 
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号 十 了 吾 
与 =v2 -1( 另 两 解 a= ~Y2-1 与 5= -v2-1 合 去 ) ,因此 
lim zw =Y2 一 1， 


两 端 求 极限 ,得 到 方程 <= 地 -2 与 5= 半 2 ，, 解 此 两 方程 ,得 到 解 =Y2 一 1 


8. 设 |z.|1 是 一 单调 数列 ,证 明 lim r, =e 的 充分 必要 条 件 是 :存在 | zi 的 
子 列 lx, | 满足 lim r = 

证 必要 性 显然 , 现 证 充分 仁 . 不 芒 设 |z,| 单 调 增加 ,lim zw =<, 则 Ys> 
0,3K,YAE>K:-e<z -as0. 了 到 N=nkiiVa>N,3M>S+1, 俩 得 
mkitcm<nw 于 是 -E 福 rw 4 委 z 4 祥 3 4 祥 0, 因 此 jimzs=a， 


9. 证 明 : 若 有 界 数 列 | zf 不 收 委 , 则 必 存 在 两 个 子 列 1zoo | 与 1zso1 收 笋 
于 不 同 的 极限 , 即 lim zs =alim zso = 六 ,Q 天 昌 ， | 

证 由 子 |z,| 不 收 生 , 所 以 了 >>0,Y AN 了 导 如 > > 人 ,成立 |r -和 | 三 6 

取 Ni =1,3m>m>Ni :成立 |r。 -二 | 六 eo， 

取 Na = za， 习 ms >ma> Na ,成立 | zw -To | 六 en， 


取 Nm = mm >> 本 > 成立 | zw 一 | 产 6， 


于 是 得 到 | z,| 的 两 个 子 列 {z。 | 与 zw ,它们 都 是 有 办 数列. 首先 |z。} 具 有 收 伍 
子 列 | zs | ,由 于 对 应 的 {zw [也 是 有 界 数列 ,又 具有 收 伍 子 列 j z,- | ， 

记名 天 秆 = 二 全 二 则 得 到 | zj 的 两 个 子 列 fzuo 1 与 zoom |， 
它们 收 敏 子 不 同 的 极限 ， 


10. 证 明 : 老 数 玛 {zo+ 无 界 ,但 非 无 穷 大 量 , 则 必 存 在 两 个 子 列 | ze | 与 
|z2 上 |, 其 中 foo 上 是 无 穷 大 量 ,[ zs 1 是 收敛 子 列 ， 

证 由 于 数列 | zx。| 丰 是 无 穷 大 重 ,所 以 了 NM >0, 使 得 数列 |z,| 中 有 无 穷 多 
项 满足 | z。 | 委 M, 于 是 从 中 可 以 取出 数列 jz*| 的 一 个 收 仇 子 列 1z。 上 .又 由 于 数 
列 {z,| 无 界 , 所 以 对 YG>0, 数 列 | z,| 中 必 有 无 穷 多 项 满足 | zx,| > G， 

取 如 ,= 工 , 刚 3 nm， ,使 得 | 工 | >> 避 ，， 
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锥 | 草 = 间 数列 极 R 


肥 三; =2, 则 了 型? 福 下 | ,使 得 | z。 | > 人，， 
取 Cg, 则 习 和 >>m- 使 得 1。 > 全 


记 fa = ja 电 isf= fa 人 2 太 则 得 到 | z,| 的 两 个 子 列 1zuo | 与 1zo |， 
其 中 zso | 是 无 穷 大 量 ,1 zuc | 是 收 伍 子 列 ， 


11. 设 S$ 是 非 室 有 上 界 的 数 集 ,sup S=aE3 .证 明 在 数 集 $ 中 斌 取出 严 
格 单调 增加 的 数列 |z, 1 ,使 得 im z, = 4 

证 由 supS=aES, 可 知 Ye>yn0,3jrcESs, 使 得 gs< 工 女 吧 . 

先 取 se =1, 则 3 了 xiES, 使 得 a-siczricai 
了 ,ez >0, 则 3zzeS, 使 得 ae<zo<e, 其 中 十] 二 


妨 一 【QQ 一 Er 


对 es =tnia 


对 es, = imin 


言 ,a- 刀 | >0, 则 3zsE S, 使 得 a- sc< zs<a, 其 中 二 


好 一 【aa 一 了 TS 吕 一 5 妇 3 


二 ,aa 一 >0, 则 3 xzr, 各 3, 使 得 as- ec<zr<a, 其 中 了 ， 


对 s =min 


一 QT 


由 此 在 数 集 $ 中 取 到 了 严格 单调 增加 的 数列 | z,| ,使 得 tm z, = 


12. 设 1fa. ,5,)| 是 一 列 开 区 间 ,满足 条 件 : 

(1) ai 人 aa 区 

【21) im(p。 一 豆 ,) 一 站 . 

证 明 : 存 在 惟一 的 实数 属于 所 有 的 开 区 间 (e, , 志 ), 且 = ma = 名， 

证 根据 题 意 ,|e, 1 单调 增加 有 上 界 ,| 入 上 单调 天 少 有 下 春 , 因 此 都 收 伍 . 
设 lima， =e, 则 im =Jimm[aes+( 加 2)]=E 由 于 |eoi 严 格 单调 增加 ,12 | 
严格 单调 关 少 ,可 知 Yna ,有 ae,<e<a, 即 上 属于 所 有 的 开 区 间 (a ,加 )， 

着 存在 另 一 多 属于 所 有 的 开 区 则 (al, ,如 ), 则 由 ae < 引 雪 二 ,利用 极限 的 夹 
台 性 ,得 到 和 = lima, = lima =E, 即 满足 题 意 的 是 惟一 的 ， 
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54 收 做 检 则 | 多 


13. 利用 Cauchy 收 笋 原理 证 明 下 述 数 列 收 伍 : 
(1) zz =an+gCig 二 人 十 人 十 人 人 《8 区 让 | ae 委 闻 ) 


[ 8 
(2) = 二 1+ 人 1 


一 |e| 


证 (1) yelo<s<i5|， 取 N= [| 当 # > N 时 ,成 立 


是 开 十 二 了 认 一 如一 再 +1 
生生]| 委 Me 0+12 + 十 二 | )<T 1g 上 ” 雪 ee 
抱 < 1 一 


1 
到 全 


(2) Vs>0, 取 N=| 二 | 当 


14，(1) 设 数列 | z, 1 满足 条 件 lim | zs - z|= 0, 间 1 zj 是 否 一 定 是 基本 
数列 ; 

(2) 设 数列 | z, | 满足 条 件 | z,， - zj < (nan=1,2,3，…) ,证 明 | z,| 是 基 
本 数列 . 

解 《1) 不 一 定 .反例 :z, =1+ 


二 
列 


局 
oa 


(2) Yeto<s<1), 取 es Yam>n>N, 成 立 


[zs 一 3 和 | 委 | 2 一 六 | 十 下 | 二 | 二 洒 二 汪 


< 去 + tr 人 (五 必 E. 

15. 对 于 数列 | rz,1 构 造 数 集 4,: 

及 = 十 z | 六 = 
记 diam 4 =snpflzr -zz EdazrE4A 证 明 数 列 | | 收 伍 的 充分 必要 
条 件 是 
Tim diam 4, =0. 

证 充分 性 ,因为 lmdiam 4 =0,Ye>0, 导 天,V> 开 ,成 立 diam A<e. 取 

NMN= 开 , 刚 站 站 > 交 > 成 立 
| xz。 - .| 和 diam 册 v 性， 

根据 Cauchy 收 笋 原理 ,| z,| 收 伍 ， 


ve 
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鲁 | 条 - 章 履 列 极 有 
必要 性 .由 |z4| 收 伍 , YeE>0,3NYm>r>N 成立 
lz -za1< 二 ， 
到 多 =N,V >K， 
diam 帮 , = sup z 一 ， ,六 ) 才 六 外 鹤 本 区， 
所 以 


Timdiam 册 , 一 站. 


16. 利用 Cauchy 笋 竹 原理 证 明 ,; 单 调 有 界 数列 必定 收 伍 . 

证 采用 反 证 法 .不 妨 设 1z,| 是 单调 增加 的 有 界 数列 .假设 它 不 收 黎 , 则 
eu>0,YN>0, 习 mm>N 成立 | 工 - 直 >6o， 

了 Ni =1l 3 mi>2> 六 ,成立 fr 一 ze >E0i 

取 Na 三 zy，3ma> ta> Na ,成立 zw 一 2 60 


歌 Nu = om > ,成立 Im 一 


于 是 rn 一 ko +ootR coco) 与 数列 |zj 有 界 和 矛盾 . 
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第 三 童 ”基数 极 腿 与 连 组 贡 数 


31 盟 数 被 厄 


1, 按 函 数 极 限 的 定义 证 明 : 


{1) limr =8; {21) limv=2; 
本 zt+tl 1 
1 0 
《S) lim ln zx= 一 ooj {6) lim e 一人 0; 
D+ ， 
(7) im- =+oi (8) lm 二 =-a 
3 和 一 十 ] | 


证 (li) 先 取 | 本-2<1, 则 1<z<3,z3 -8 =|(zz+T2r+4fr 一 2 | 
<19|z -2|, 于 是 对 任意 的 <>0, 取 和 = imin 
成 立 |z -8 <19[-2[ 坟 E, 所 以 


Hz 一 吕 ， 


(2) 首先 函数/ 元 的 定义 城 为 =>>0, 且 | 去- 1- 天 < < 二 1z - 4| ,于 且 


对 任意 的 <>0, 取 5:=min14,2E| >0, 当 0<|z -4|< 有 时 ,成 立 |vT -21 过 
椰 1z-4|<e, 所 以 


丘 
1, 17 


HimY zx=2. 
(3) 先 了 lz -31<1, 则 2<z<4,|2 -二 | = 让 | < 二 1z -3 
于 是 对 任意 的 es>0, 取 3=minil,6sl>0, 当 0<1z-31<3 时 ,成 立 


人 

| 生 二 靖 | < 二 1z- -3| 女 e, 所 以 
im 区 开工 
2 二 入 


(4 多 到 1zl>1, 则 12z -112>1zl,| 吉 熙 -于 | =352-TTSz ,于 
是 对 任意 的 s>0, 取 X= max 1, 革 | >0， 当 |z| > 关上 时 ， 成 立 | 艺 世 -了 |< 


1 
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鸭 | 第 三 章 ” 盏 数 极 隐 与 连 织 函数 


了 1 
于 5 和 <e 所 以 
ji + _ 1 
ep 于 
{5》 对 任意 的 后 >0, 取 3=e 2>0 当 0D<zcxf 时 ,成 立 lnzc 一 尼 , 所 以 
Lim 之 = 一 9， 


吉 一 全 


16) 对 任意 的 0<es<1, 取 左 = 
s 所 以 


二 >0, 当 起 时 ,成 移 0<e et 


lim e “三 0 


下 一 中 DD 


(7) 先 取 0<z-2<1, 则 2<zc<3， 2 >1， 于 是 对 任意 的 CG>0, 取 少 = 
汪 


人 斑 
ss 
| C>0, 取 和 =maxll,Gl, 当 
了 所 一 眉 时 ， 成 立 一 和 Ti<z< 一 全 ,上 折 风 
起 全 和 


2. 求 下 列 函 数 极限 ; 


立 
《]) lim 2 


325 一 于 十 2 
一 交 十 3 “ 


人 | 
《3) lim 一 


工 一 自 


(31) 6m 一 


， Sn 二 一 Sin 下 
7 Dim 一 ”一 一， 
) Ji 业 一 到 
(9) lim cos 工 一 cos 3 
Se 
工 


时 


解 


一 芋 


= 种 27r 二 工 


mtL+3z)C1+3z) 一 1 ， 


二 证 


(6] 1i 《1 十 更 工 ) 一 《十 束 二 3 
人 
于 一 人 


《8 lim ; 
一 Cog 六 
，、 让 人 二 一 Sm 和 
ee 


卫 十 工 


了 
了 


aa 
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51 丁 数 极 中 | 确 
3 
7 4 3 一 本 十 证 3 


(1+2z)(L+3z)-T_1n (LI+SzT6Z) 1- 
十 


《4) im 工 一 中 
(+ 
人 


工 一 必 和 


二 和 . 


《5) lm 
(6) lm 届 二 Paz 一 (+ om) 
工 一 定 


1 十 着 十 爸 2 二 二 Jr 一 个 二 Pr 十 人 本 天 十 当 十 1] 
但 [1 


， 2oog 
sn 赤 一 Sina_ |. 岂 2 
一 - -一 二 im 一 一 一 一 一 
人 ee 证 必 
汪 开 
= lim 一 一 一 一 二. 
-0 一 oos 汪 ze0nw .fr 
28ina 3 


cos 工 一 上 08 37 25sin 之 zsinm 二 
= lm 一 一 一 =14， 


(7) lim 


下 全 2 汪 
并 2sin zsim [到 1 
工作 .让 
3. 利用 夹 表 法 求 极限 ， 
{1) tmz| 二 |; 《2) im 
工 一 眉 谋 工 -下 十 节 
1 1 代 1 让 
解 1) Yz>0, 当 一 T<z 乌 二, 有- T<z| 二 | 和 1. 由 lm =] 可 


知 imz[| 工 |=1.Yz<0, 当 -过 <z 窒 -有 1 所 z| 二 |<2 由 
到 拉 姑 十 | 


工 一 目 十 下 并 


lim 琶 二 = 1 ,可 知 im z| 二 | = 1. 由 此 得 到 
limz| 二 | =1， 


可 一心 


(2) 当 zz<na+l; 有 am<zsc(z+li 由 linazst=l 与 lm(a+ 


1)+ =1 ,得 到 
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全 | 第 三 章 孙 类 极限 与 流入 要 


4. 利用 夹 通 法 证 明 ; 
CD lim 三 =0 《ec>1, 上 为 任意 正 整 数 ); 
G) im 下 工 =0 (为 任意 正 整 数 )， 

组 1) 首先 有 0< 半 < 下 - 丰 j 人 上 -0, 即 得 到 


是 
下 


lim 一 =0. 


+ 人 


(2) 令 下 ze= 4 刚 思 王 = 毛 , 且 当 + oo 时 ,有 + + oo, 再 利用 (1) 的 结 
论 , 即 得 到 


此 
外 
工 一 十 扣 光 
S, 讨论 单 侧 极 限 : 
修志 节 委 |， 
吵 一 
(1 天 并 ) = 22 1<z<2 在 工 =0,1,2 三 所 
2 站 ， 2 立志 3， 


(2) Flz)= 2 在 = -0 点 ; 


37 Dirichiet 
1，z 为 有 理 数 ， 
0 ， 证 为 无 理 数 ， 


(4) Hz)= 寺 -| 在 z= 工 (=12.3，)， 


D(z)= | 在 任意 点 ; 


解 《1 lm F(z)= + olm PCz)= 半 ,lm A(z)=1,lmA(z)= 


lim 六 7)=4. 


1 
1 
【2) Jiam r(z)=PT= - 1， Ji Frz)s lm 一 代 = 苇 7=1， 


La 
2x 


(3) 设 嫩 为 任意 一 点 . 取 有 理 数 点 列 1z1 zx >zo (或 刀 信 zlimzi = zo， 
出 lim Ptz， )= 1 取 无 理 数 点 列 |z 1 > 如 (或 玫 区 和 )， limz = zo; 则 
jimDtzs)=0. 由 定理 3.1.5(Heine 定理 ), 可 知 lim D(z)( 或 im D(z) 不 存 
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51 函数 私有 | 克 


在 ,所 以 D(z) 在 任意 点 无 单 侧 极 限 ， 
( 当 zE (车 , 计 二 E(n -ba ,于 是 [到 |= = 所 以 
lim (xz) 一 和 一 全 1 


当 1 人 和) 上 ECen+D, 于 是 [十 ] -as 折 


lim 六 zz 三 天 一 王 =0. 


了 一 


6, 说 明子 列 函 数 柜上 最 的 情况 : 


《1 Jim 2 《2 lime sin 字 ; 
《31 ie (4) mm 人 (+ 二 ; 
{51) 各 [1+ 训 ] ; (6) tm [到 ~ 局 
二 -个性 十 风 贞 


解 【1) 因为 lm 二 =0， |sin 衬 | 委 1， 所 以 lim 昌 = 昌 . 
{2) im e Sin 屎 二 0，lrm e sin 地 遇 恨 不 存在 ,所 以 limersin 荆 根 限 直 存 


在 . 
0 ， 立 1， 
3) Him msin 二 = 1 ， 一 1， 
++o，aDm>l. 
二 工 工 
{4) inm (+ -Jim [+ 二 ) = 直 oo， 
了 工 -十 吗 证 工 -二 十 的 吕 
lim (+ 地】 = lim [fs ] > 
工 -中 一 吧 站 一 吗 全 


(5) im 人 1+ 羡 ] 和 (+ -1 
1 
(证 f, 则 匣 ( 二 -[ 庆 |j=0mm 二 | 二 
| 


PINIEEEEEE 
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@ 国 | 第 = 章 画 数 板 限 与 连续 本 


7. 请 函数 
亲本 Sin 证 
ee | 


问 当 xz- 时,Fz) 的 极限 是 否 存在 ? 


三 2 二 et Sin 1 
解 和 于 jn AD = 人 这 | 


三 2+ex ，sin z 5 
晤 AD 昔 | 生 下 20 
2 十 工 5 
ez ， 人 是 宛 
] 一 | 十 一 
所 以 HimA(z) 四 | 生生 人 | 1 


8. 设 limftzy= 4 (aa 之 0) ,证 明 : imF(z ) = 有， 
证 设 limf(z)=A (az>0), 则 Ye>0,33>0,VYzt0clz-al<3)， 


有 | FlzlJ-al<s, 取 =min 二 宁 疡 | >0, 风 当 0<1z-vel<f 时 ,首先 


有 |z+Yael<x1l+2wa, 于 是 0< | 妆 -al=ltz+vaeltr-vall<x1, 从 而 
1F(z ) -AI<e ,这 就 说 明了 limyf(z ) 三 人. 


9 (CD) 设 lmA(z ) = 入 ,证 明 :limy(z)=A; 

(2) 设 limfj(z ) = 人 和, 问 是 否 成 立 lmA(z)= A? 

证 (D) 设 imFz )=4, 则 Ye>0,38 >0,Yz(0O<|zl<y)( 即 0< 
[ma1<83), 有 |F(z) -AIE<e. 取 8=82>0, 赂 当 0<1zl1<s 时 ,有 0<1z3| 
< ,从 而 |F(z)- A|1<s, 这 就 说 明 Flimf(z)=A. 

[2) 当 lim7(z )= 人 及 时 ,不 一 定 成 立 lim7(z) = 从 . 


， 工 >0， 
例如 :7(z)= | 二 二" 则 imy(z>)= 1 ,但 极限 Im97(z) 不 存在 


10. 写 出 下 述 命题 的 “否定 命题 "的 分 析 表 述 : 
(1) 1z,| 是 无 穷 小 贡 ; 

(2)] | xz,| 是正 无 穷 大 量 ; 

(3) 护 z) 在 za 的 右 极限 是 AI 
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41 函数 极 屎 | 欧 


(4) Fz) 在 zu 的 左 极 眼 是 正 无 穷 大 量 ; 

(31 当 zz 一 一 2 所 区 的 极限 是 4 ; 

(6) 当 z 一 +oco, 扩 zz) 是 负 无 穷 大 量 . 

解 (1) 3360 时 w>R ,成立 | 工 | 闵 6 

(2) 3G>0.YN, 了 az>N ,成 立 所 G， 

(3) 3aso>0,YS>0,3zE(zroyro+ 人 ), 成 立 | Fz)- 和 | 之 6 
《4) 本 Go>0,YD>03rEtzo 一 人 zr) 成 立 Fz)S 科 Gu 

(35) 习 s >>0, 几 生 0 了 zxE( 一 oo 一 六) ,成立 | 六 了) 一 由 | 六 
(6) 3G>0,YX>0,3rE(X,+oo), 成 立 Foz)-G 


11. 证 明 lm 7 六 xz)= + oe 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 任意 从 右 方 收 襄 于 z 
的 数列 jz | (2 2) 成 立 


Lim 六 开 o》 = 十 oo 
证 必要 性 :由 Enm 天 zz)=+o :可知 YG>0,38>0,Yzr(0<z 一 az 
全 ) ,成 立 成 z) > 全 .因为 数列 | zfz > dz) 收 吉 于 本 ,对 于 上 述 和 >0, 3N， 
Yn>AN, 成 立 0<m -xzo<8. 于 是 当 =>N 时 ,成 立 FLz)>G, 即 lm F(z)= 


十 9 . 


充分 性 :用 反 证 法 . 设 lim 扩 z)= + oo 不 成 立 , 则 了 Go>0,YI>0, 3z(0< 
圭一 20S) 成立 扩 z) 生 Go . 取 和 = 了 工 =12)3， 
对 于 全 三, 习 zt0<zi 一 0 扫 1), 成 立 大 工 SC 
对 于 和 = 亏 , 习 z0<m -mm< 天 成立 Jr)SGu 
| 1 _ 
对 于 入 = 天 本 [0< 二 -ma< 于 ) 克 这 Fn)SGo 


本 


于 是 得 到 数列 |z, | (z, > zu ) 收 敛 手 zo ,但 相应 的 函数 值 数列 17( z,)i 不 可 
能 是 无 穷 大 量 ,由 此 产生 矛盾 ,所 以 im (zx) = 二 oo 成 立 ， 


12. 证 明 mn_A(z) = - w 的 充分 当 要 条 件 是 :对 于 任意 正 无 穷 大 量 | .| ,成 立 
li Fr ic 一 op， 


证 ”必要 性 :由 ljim Frz)= 一 co 可 知 YG>0, 习 >,Yz>X, 成 立 
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rzr)< 一 5. 国 为 数列 jx, 是正 无 穷 大 量 ,对 于 上 述 下 >0, ANYa>AN 成立 
并 于 .于 是 当 m > 时 ,成 立 FUz)< 一 C, 即 Him 7 二 = ee， 

充分 性 :用 反 证 法 . 设 im 扰 z)= -oo 不 成 立 , 则 习 Ca>0,YX>0, 了 > 
天 ,成 立 Frz) 衬 -站 . 取 忒 =, 斤 =1 23 

对 于 蕊 | =1, 3 zi >1 成立 Acz)m2- Go 

对 于 Xi =2, 3 zy >2, 成 立 f(z) 六 -Gil 


于 是 得 到 数列 jz, } 为 正 无 穷 大 量 , 但 相应 的 函数 值 数 列 1 A( z, )} 不 可 能 是 
负 无 和 大 量 ,由 此 产生 矛 针 ,所 以 lim_J(z) = - oo 成 立 ， 


13. 证 明 lim. 不 x) 存 在 而 且 有 限 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 任意 正 无 穷 大 量 
jz, ,相应 的 画 数 值 数列 | Ffz,) 收 伍 . 

证 必要 性 : 设 lim FA(z)=4, 则 Ye>0, 习 X>0,Yz>X, 成 立 L FA(z)- 
4|<t., 卫 为 数列 | zr。| 是 正 无 穷 大 量 , 对 于 上 述 X>0,3N,VYz>RN, 成 立 z > 
.于 是 当 >>N 时 ,成 立 | PKzx ) -AI<e 即 fimj(zo)=A， 

充分 性 :因为 时 于 任意 正 无 穷 大 量 |z. | ,相应 的 函数 值 数 列 {_F(z,)1 收 伍 ， 
我 们 可 以 断言 ;7 外 收 敛 于 同一 个 极限 .事实 上 ,如 果 存 在 正 无 穷 大 量 | zx? 1 与 
[zj| ,使 得 im7zo)=A,limA(zs)= 且 ,县 及 天理 , 则 可 zs = 了 ri 一 工 7 ， 
1z,| 仍然 是 正 无 穷 大 量 ,但 相应 的 函 教 值 数 列 |F(z 外 不 收 伍 . 

设 1A(ze)j 都 收 伍 于 同一 个 横 限 4 , 现 用 反 证 法 证 明 lim jz) = 有. 

设 lim jz)= 4 不 成 立 , 则 eo>0,YX>0,3z> 和 ,成立 | F(z) -由 | 
闻 色 . 取 基 三 # 有 于 2 3 

对 于 和 =] zi >1 ,成 立 | ff(z) -| 六 e; 

对 于 X: =2, 了 zy>2, 成 立 | ffz) -4 2eoi 


对 二 = 开导 z > 到 成立 | Fr ) 一 和 | 袜 6; 


是 得 到 数列 jz, | 为 正 无 穷 大 旺 , 但 相应 的 数 信教 到 | 7( ，。 )] 不 收 全 
4 ,由 此 产生 矛盾 ,所 以 fm (xz)= 
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14, 分 别 写 出 下 述 函 数 极限 存在 而 且 有 了 眼 的 Cauehy 收 敏 原理 ,并 加 以 
证 明 

(人 lim 疙 zi 2) im 大 z) 《3) im 所) 

解 (1) 极限 lim F(z) 存 在 面 且 有 限 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 任意 给 定 的 
E>0, 存 在 3>0, 对 -一切 2 人 zl0o<1lz-rolc8l, 戌 立 | F(z -APz | 
祥 匡 ， 

人 


zj < 成立 LA(z 一 入 1< 末 ,LA(z)-AIS 广 .于 是 
| Fz =- PRz 县 1Az 人 一 If+|z -站 | 与 E， 

再 证 充分 性 .任意 选取 数列 | z, |,z, 天 zu jnm zu = zu , 列 对 于 条 件 中 的 3> 
0,3AN,Yn>N, 成 立 0<17r -ro 雪人 .于 是 当 雯 六 同时 ,成 立 | Fr ) 一 
FUzs)|<e. 这 说 明 函 数值 数列 | 六 >, )E 是 基本 数列 ,因而 收 敏 . 再 根据 相应 的 
Heine 定理 ,可 知 lim Fz) 存 在 而 且 硼 限 ， 

(2) _lim 大 z) 存 在 而 且 有 限 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 任意 给 定 的 E 2T0, 存 
在 几 之 0, 对 一 切 NT Er0S 一 人 | , 威 立 | Pr) 下 ) 交 E. 

先 证 必要 性 . 设 lim f(z)=A, 则 Ye>0,39>0Yzoretizrl0<z- 


zc< 引 ,成 立 L7(z 一 AI< 王 ,7(z -AI< 六 .于 是 
[FTCz -Rez)| 委 |Fz -AT+TFCc -ACE 
再 证 充分 性 .任意 选取 数列 | r, ji ,z。>an ,in zs 一 0 , 则 对 于 条 件 中 的 8> 
0,3NYa>N, 成 立 D<z -am<3 于 县 当天 >m>N 时 ,成 立 | Fr(z 1)- 
天 ze)<e. 这 说 明丽 数值 数列 | F(z,)1 是 基本 数列 ,因而 收 化. 再 根据 相应 的 
Hieine 定理 ,可 知 lim 所 2) 存 在 而 且 有 限 . 
{3) im.Fz) 存 在 而 且 有 限 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 任意 给 定 的 20, 存 
在 瑟 >0 ,对 一 切 人 < 成立 | FLz 人 -Fi)TCE， 
先 证 必要 性 . 设 lim Az)=A, 则 星人 ,本 和 >0,VYz zs 一 ,成立 
1F(z AI< 误 A(z)-AI< 和 .于 是 
IFCz -RES 守 |LF(z -AI+TFz 一 下 |<<e. 
峙 证 充分 性 .任意 选 惑 数列 |z, | ,im = 一 名 , 则 对 于 条 件 中 的 导 >0, 3 N， 
W mr>A, 成 立 z 所 一 XXX, 于 是 当 六 六 玉 > 放 时 ,成 立 |Xz)- 玫 工 |<e ,这 说 明 
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函数 值 数 列 | rtz. )} 是 基本 数列 ,因而 收 伍 .再 根据 相应 的 Heine 定理 ,可 知 
im 天 了 ) 存 在 而 且 有 限 . 


15. 设 Az) 在 (0,+ 吧 ) 上 满足 函数 方程 Ka2z)= Az) 且 lim 大 2 二 全， 
证 明 
扩 ) 王 TETI0,+oo)， 
证 Yzroct0,+oc), 利 用 Fz)=j2z) 得 到 FIzo)=A(2"zo), 由 于 
/zolmAzo=limA2 rzo)= lim 大 z)=A, 由 zo 的 任意 性 得 到 六 rz) 二 
入,E10， + oo)， 


332 连续 兽 数 


1. 按 定 祥 证 明 下 列 函数 在 其 定义 城 连 续 ， 


(D y=VEi G) ?=sin 工 ; 
| Sin 
一 一 一 ， 之 芒 目 ， 
(3) ,| 室 
]， 守 二 用， 


证 《1) 函数 >=wz 的 定义 域 是 口 = [0, + oo). 设 mm 各 万 ,对 任意 的 s>0， 
取 3= 电 >0, 当 |z-zol 芭 8f(zED) 时 ,成 立 


Mr 过 v 1] 字 一 nn 祥 E， 
所 以 函数 y=w ~ 在 其 定义 域 连续 ， 
(2) 郴 数 y = sin 二 的 定 文 域 是 万 = ( - co,0)U(0, + oo) . 设 过 长 D, 对 任 


] zol |zo| 
和 


意 的 e>0, 取 仿 = min 


e| >0, 当 lz- mn1< 弛 时 ,成 立 


了 
二 二 | 
工 


xz0|  Tzza | zu 人 Se 
所 以 函数 ,= sin 二 在 其 定义 城 连续 . 


| 
sin 一 一 Sin -一 | 妇 
民 村 


垃 天 0 
下 ?9 "的 定义 域 是 姜 =(- oo,+oo)， 由 于 lim si 二。 


外 


【3) my| 
要 之 二 用 
可 径 函 数 在 xz = 泪 连 续 . 


设 zo 夫 0, 对 任意 的 e>0, 取 | 
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4 连 细 履 | 侈 
时 ,成 立 
sinr sn 如 | rsnr-zsnz| zollsnz-snzol+lsnrollz-2zol 
一 一 一 | = 所 
正 0 [ze 0 


< 下 Tlz-mal<e， 
SiT 
0 0， 加 十 
5 z7 0, 在 其 定义 域 连续 
| 


RS 
册 
忆 


2. 确定 下 列 函 数 的 连续 范围 ， 


《1) =tan 了 +ecsc 工 | 【27) yy 二 


呈 “C 
{3) ?= (4 y=[zjnfl+ 工 ); 


(5) y=| 二 | (6)] ?=sgnfsin 工 ) 

解 〈1) >(z) 为 初等 函数 , 它 的 定义 城 为 | [ 乞 , 人 5L ,由 定 再 
3.2 4, 函数 的 连续 范围 为 | 笃 , 二 2 

(2) y{z ) 为 初等 函数 , 它 的 定义 域 为 [24kr- 也 ,2tx+ 斑 ), 由 定理 


下 辫 王 


3.2.4, 函 数 的 连续 范围 为 | 」 [2kz- 于 ,2kr+ 和 


生生 轩 


(3) 3(z) 为 初等 漂 数 , 它 的 定义 域 为 (- 直 了][3,+ ce)}. 由 定理 3,2.4, 函 
数 的 连续 范围 为 (-1,1]U[3,+eo) 

(4) y(zy) 的 定义 域 为 (-1 ,t+ ce). 显然 国 数 在 (az+l) (naEZnR-1) 
上 连续 .由 于 

limxtz) limitzjinatttrz)l=0=2(00)， 
所 以 畏 数 也 在 x =0 连续 .对 于 任意 正 整 数 # ,由 于 
im (zlntl+m) 天 Jimyz)=(a 一 IT)intl+a)， 

所 以 函数 在 = = ” 不 连续 ,从 而 函数 的 连续 范围 为 |zjz> -1,zEN， 1， 


(5) y(z) 的 定义 域 为 ( - ,0) U(0,+ om) .由 于 | 二] 在 z= 二 (&EZ,k 天 


0) 不 连续 所 以 函数 的 连续 范 转 为 |(- ,0)U0,+ oo \ | 二 |eEzzz0|， 
(6) 显然 函数 在 (kr (+1)rEEZ) 上 连续 .由 于 lim 区 了) 天 lim (zh)， 
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所 以 函数 的 连续 范围 为 【上 (kr,(E+1)r)， 
点 下 了 


3. 车 Az) 在 点 ro 连续 ,证 明 忆 (z) 与 | ffz)| 在 点 r* 也 连续 .反之 ,车 
户 (z) 或 |FCz)| 在 点 zo 连 续 , 能 否 断言 FLz) 在 点 z 连 续 ? 

解 设 Fz) 在 点 zo 连 续 , 则 Y0O<se<1l,33>0,Yz(lz-zo|l<S), 有 
Ac 所 zol<e, 同 时 还 有 | Pz)+Fzl<ti+2lF(z)| ,于 是 成 立 

IF(z)-F 疡 (zl=j Frz)+Fzo)Fz)- Aro))I<tL+2|F0z)l)e 
与 
IFz- Frzo)l 委 |F(z) -zcCe， 

这 说 明 广 (z) 与 | Fz)| 在 点 zo 也 连续 . 

反之 , 若 广 (zj) 或 | ALz)| 在 点 ro 连续, 出 不 能 断言 f(z) 在 点 xz 连续. 例 


1， 工 闻 个， 


如 :7(z)=- | 1 0 在 点 zu=0 不 连续 ,但 疡 (z) 或 1/(z)1 在 点 mm=0 


是 连续 的 . 


4. 大 FIz) 在 点 zo 连 续 ,g#fz) 在 点 z 各 不 连续 ,能 否 断 言 flz)gfz) 在 点 
zo 不 连续 ? 又 若 fj(z) 与 g(z)] 在 点 zo 都 不 连续 , 则 上 面 的 断言 是 否 成 立 ? 
解 若 Az) 在 点 连 续 ,g(z) 在 点 ze 不 连续 ,不 能 断言 FL zyg(z) 在 点 


工 20， 
志 不 轩 纺 :例如 7(z)==0 在 点 ru=0 连 续 ,5(z)= | >， 


] 
2， 女 站 在 局 zo=0 不 
连续 ,但 ALz)gfz)s=0 在 点 x =0 连 续 . 
又 若 F(z) 与 8(z) 在 点 ro 都 不 连续 ,也 不 能 断言 AF(z)g(z) 在 点 zu 不 过 
|2， 工党 本 | 二 站 ， 攻 
续 : 例 如 疙 z)= 1 “<0 在 点 mm=0 不 连续 ,g(z)= | ER 在 点 ze = 
0 不 连续 ,但 FLz)g(z) 反 2 在 点 zi =0 连续 . 


5. 若 六 5E 在 [a,5] 上 连续 , 则 maxl 六 ,gj 与 minf gl 在 [z,5] 上 连续 ,其 
中 
max| 上 ,5 =ImaxlFfz)gfz)j,zE[a,e]; 
minl 六 gl = miniF(z) gz) yzE[a 65]. 
证 由 六 g 在 [a,5] 上 的 连续 性 ,可 知 | F(z)- gf(z)| 在 [a,5] 上 连续 , 利 
用 等 式 


maxf| 大于 = 于 1A(z) +g(Cz)+T1TF(z) 一 EC， 
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minj 5| = 到 17(z) + 可 (了 ) 一 | Fr 一品 [ 开 让 


印 得 到 maxj 六 gz| 与 minf pg 在 [a ,5 上 的 连续 性 . 


6. 若 对 任意 8>0, 和 在 [a+6,p- 人 上 连续 ,能 否 得 出 

(1)》 F 在 (a,5) 上 连续 ? 

(2) 了 在 [a ,四 ] 上 连续 ? 

解 1) YzE(a,p), 3 了 3>0, 使 得 zE[a+ 人 5-S], 由 于 了 在 [ea +， 


一 ] 上 连续 ,所 以 了 在 zx 点 连续 ,由 的 任意 性 ,得 到 了 在 (a ,5) 上 连续 . 


(2}) 不 能 得 到 了 在 [e ,6] 上 连续 .反例 ;A(z)=sgnwzfT-zy,zEi0,1]. 


对 于 任意 #>0, 上 在 [8,1- 人 8] 上 连续 ,但 在 [0,1] 上 不 连续 . 


限 ， 


7， 设 lim JIzy = en0， HEm &tz)= 有 证明， lim FUz)xm = api 并 求 下 列 极 


| 
中 如 [ij”， O 加 全) 
(3) Him 人 《sin a 天 0 (4) im[2 2 ， 


{5)] limtans (于 + 二 | 
片 党 襄 二 天 


证 由 于 lim[g(zjjn 关 z 川 = 有 ln ea, 利用 指数 函数 的 连续 性 ,得 到 


lim jz = Him es 一 eane 一 ap. 
2 
二 1 37 
(0 各 人 人) ”=P=1 


工 -1 了 号 革 
(2) LE = 各 [+ 二-=e 


宇 一 了 的 [ 
及 出 一 3 于 me 了 剧目 和 ”ab 耻 
SI1IL 二 理 “ 丰 竹 1 开 证 一己 ] 拉 生 ii 区 一 辐 中 号 [0 
{37 jim| 一 = Him| + 一 一 一 一 一 一 ] 二 巴 "”” . 
T 一 如 SI 尼 下 一 呈 号 ] 拉 安 


nm 一 1 (zt+]1)an 


0 加 ( 芋 于 -地 [人 sj 且 ] 汪 -ee 


cc yy ee 
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8. 指出 下 列 函 数 的 不 连续 点 ,并 确定 其 不 连续 的 类 型 ， 


(D) y= 一 下 二 《21 y= [z]sin 二; 
(3) 7= 二 (4) y=[2zj-2[zj; 
(5) y= 二 e 守 (6》y= 并 ||; 
1 YL+T3r 一 
【7) 2 人 《8 光 .本 
人 sin TZ， z 为 有 理 数 ，[10) 吕方 ， 工 一 力 《pb 吾 质 , 记 >0)， 
中 z 为 无 理 数 ， 0 z 为 无 理 数 . 
1 了 工 十 | 


宇 2 
解 (1) z=1l,-2.y=- 产 ,由 于 limy(z) = co， 
了 ”一 了 工 1 


+ (ZTCz+ 本 
im yt(z) 二 so ,所 以 zx=1,-2 是 第 二 类 不 连续 点 . 
{2) 之 一 下 (CE 区- 由 于 ny(z)= Ji | -sm 二 j 极 限 不 存在 ,所 以 苹 = 们 


是 第 二 类 不 连续 点 ;对 于 = & (AEZ,& 天 0) ,由 于 


Jim 3() = 有 sin 坪 关 lim y(z)=(- 1)sin 二 ， 
所 以 开 = (REZ,K 尖 0) 是 第 一 类 不 连续 点 . 
(3) rz=kr (ktEZ) imy(z)= imy(z)=1 但 >(z) 在 z=0 没 有 定义 ， 
所 以 = =0 是 第 三 类 不 连续 点 ;对 于 = = 4x (AGEZ,430) ,lm y(z)= ,所 
Z= 友 riEZK 天 0 是 第 二 类 不 连续 点 ， 
(4) = 可 (E Z) .对 任意 整数 ， 
im y(z)=28-28=0， lmy(z)=(2n 一 1-20n 一 1=1， 


im yz)y=(2n+l) 一 28=1， lm yzy=27 一 2 二 个， 
zx 一 (n+ 二 )+ za+ 吉 )- 


所 以 z= 元 t (AGE Z) 是 第 一 类 不 连续 点 ， 
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《9) 工 =0， lm yz) 二 lim xy(z)=0, 但 yz) 在 z=0 没有 定义 ,所 以 了 = 


是 第 三 类 不 连续 点 ， 
【67 二 =. im 23) 一 lim y(z)=0, 但 YY 在 zz=D0 没 有 定 必 ,所 以 工 = 昌 


是 第 三 类 未 连续 点 ， 
{ 了 ) 之 一 曲 , 土 1 lim 3 工 ) = 二 lim xz) =1, 所 说 工 <0 是 第 一 类 不 连续 


点 ilim y(z)= im y(z)= 福 ,但 y(z) 在 =1 没 有 定义 ,所 以 >=1 是 第 三 关 
不 连续 点 ; lim y(z) = oo ,所 以 z = - ! 是 第 二 类 不 连续 点 . 
{8) z=0. fy(z)= lim y(z)= 访 ,但 y(zj 在 zx=0 没 有 定 只 ,所 以 = 


0 是 第 三 类 不 连续 点 . 
《9] 非 整 数 点 . 对 整数 点 Yu， im (zj =0= ywfzo) ,所 以 整数 点 是 函数 的 


连续 点 .对 非 整 数 点 zu, 取 有 理 数 点 列 j zx?|,z' > zi (或 rr 扩 oj ylimz = 了 0 ， 
则 jimy(z， ) = sim rz 天 0; 取 无 理 数 点 列 | 巡 | ,zz > mW (或 lim zv 三 
zo, 则 lim y(zs) =0. 于 是 可 知 lim,y(z) 与 lim y(z) 都 不 存在 ,所 以 非 整 孝 点 


是 第 二 类 不 连续 点 . 
《10) 非 整数 有 理 点 .类 似 对 Riemann 函数 的 证 明 { 见 教材 例 3.2.7) ,可 以 
证 明 对 一 切 点 zy im y( 工 ) =0, 由 于 在 非 整 数 有 理 点 ,y(z) 关 0, 所 以 非 整 数 有 


理 点 是 第 三 类 不 连续 点 . 
9. 设 几 z) 在 (0, + 中) 上 连续 , 且 满 足 f( zz) = F(z),xE(0,+ oo), 证 明 
7(z) 在 (0, + co) 上 为 常数 函数 . 
证 Yzce(0,+o), 利 用 天 空 )= 成) 得 到 Ha)= az) 由 lm 丰 = 1 
及 /zx) 的 连续 性 ,得 到 7z) = lm P(zz)= AD) 


3 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 的 阶 


1. 确定 a 与 e, 使 下 列 各 无 穷 小 量 或 无 穷 大 量 等 价 于 ( 一 are : 
《1) 让 [人 一定 了 《十 一 0 二 一 co); 
交 十 于 定 


《2) 0 《 工 下 站 ,一 co 


(3) xz(z)=Yz5+WzI (ze0+ roo)， 
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人 (w+ 一 十 co) 
(5) zf(z)=wTI+3r-VIT+2r (z0,7+co)i 
(6) zfr)=wVTzTI-T (rz+eco)i 
2 
全 二 《 工 一 站 十 ); 


【9) it)=Jneos 工 -arctan 《7->0); 


10) (xz)=wT+tanzr-w-snz (《z 一 人 0) 
解 (1) En 丝 洛 2， 所 以 w(z)~2z3 (zx-z0)， 
2 


=1] ,所 以 2) 一 【oo )， 


Tim 一 一- 


ET 


{2) 让 一 2 所 以 人 rz) 一 -2 【zz 一 0)， 


im 一 了 ,所 以 (zz) 一 王 【之 一 oo )， 


Jim 


[3) 地 二 了 = 所 以 (zy 一 zx (xz-0+)， 


lm 一 :一 愉 生 = = 工 ,所 以 2(z) 一 本 【了 一 十 oo). 


(4) Wap HimW x+W x+VT=1, 所 以 za(z) 一 z(z->0+)， 
0 一 个 + 
1 让 革 天 } 1 [ 因 由 
Li ] 十 下 二 二 二 所 以 喇 【你 一文 开 【> 一 十 名 )， 
(5) lim 证 ) -ji (VI+3z 一 1 一 (YIT2Z 一 1) 
去 下 由 村 工 二 由 王 
3 2 
Se 0: 
xD 灶 折 
所 以 (zz) 一 二 了 【一 0); 
lim 必 人 jim | ， 
十 一 于 四 元 亚 研一 十 皮 
所 以 gf 一 本 【二 一 十 co). 
(6) im zu(z)= lim -天 -一 = 了 可 ,所 以 w(z) 一 训 (xz 一 +oo)， 


车 凸 吊 1 了 十 下 十 寺 了， 


更 多 教材 下 载 : htt p: //Xxuexi . hagongda. com cn ”更 多 考研 资料 下 载 : htt p: // kaoyan. hagongda. com cn 


5 3 ”无 路 量 与 无 男 大 量 的 阶 | 舍 


{ 了 7) 友和 im (Y 了 二 工交) 一， 所 区 Re 


人 Him fw 1+rwzr-l-te 1) 


一 是 


【8) im 


(去 rzvz+ or 中 -02z+o(zD) 
三 lim 攻 


所 以 二 CT) 一 一 2 【TD 二 )》， 


一 2， 


了 
ln|1 1 一 2sim 芝 | 一 arctan 区 
【号 im se = jim 2 
工 -于 恬 和 工 一 必 革 庆 


(+ oz ] -zz+ofzz)) 


= |im 人 
工 一 二 .下 


3 
和 
所 以 2(z) 一 - 届 《reDD) - 


社 ( 他] tan 十 Si 二 
[1i | 人 上 一 癌 ) . 
(0) 和 人 所 以 ez) 一 《z 0) 


2. (1) 当 xz 一 +e 时 ,下 列 变量 都 是 无 穷 大 量 ,将 它们 从 低 阶 到 高 阶 进行 排 
列 , 并 说 明理 由 . 
ea re an0O)inez( > 人 [1i 
(2)》 当 * 一 0+ 时 ,下 列 变量 都 是 无 穷 小 量 ,将 它们 从 高 阶 到 低 阶 进行 排列 ， 
并 说 明理 由 ， 


1 
0 >0) 
下 
解 1) 当 一 +o 时 .从 低 阶 无 穷 大 量 到 高 阶 无 穿 大 莉 的 排列 为 
]n4r7 是 0) zfa2>0enfa1 [zzrr。 
证 人 


(mm 十 1 1 [zj (nr+i1 
” 奸 叭 一 二 <， 有 
本 二 | 
1 与 lim ea 二 
到 得 到 tm 0 0，lim [ z 几 -0， 
一 二 吧 了 zt+o[ 六] 械 一 + 划 放 
开 
同时 也 得 到 lm 王 荆 = im 艺 =0 (yy=Inz) 
区 轩 im 3 
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(2) 当 rz 一 0+ 时 ,从 高 阶 无 穷 小 量 到 低 阶 无 穷 小 量 的 排列 为 


本 于 ,aa>Ds(a>0)nt( 三 ]4>0， 


| 


证 令 y= 上 , 则 当 =-0+ 时 ,有 > + oo 参考 (1) 的 排列 即 可 得 到 (2 的 
排列 . 

， wVTT-VT+2z5 -weceos 工 . 
四 轴 半 记 站 9， O) 节 记 交 和 ， 
(3) lm (Y 工 二 内 下 TwWYT -wYr) T(4) mw ] 了 + 并 十 玫 一 WwW 1 一 全 十 工人 
四 六 而 交 

Ta 下 ”也 工 -证 辽 永 
{7】 lm ztint1l+ 一 有 了 ]j 【8 ) lim 了 莹 和 (a>0); 

1 过 六 

(9) lim(z+en) (0) lm{es >- 亏 上 


(1 liman(yz -iD(z>0) (12) limeG 人 - Yz)(z>0)， 
VTT 谤 -VT+225 汪汪 二 二 (YIT+2 刀 一 1) 


解 《1) 襄 一 TITT3) ji nm(1+3 
了 工 荆 +ofz 去 过 十 Bf )} 
we0 3 日 
了 二 
[21 im 1 Apo8 ] 一 aos 工 本 三 机 


可 各 训 人 
+ 1 二 7 rt (1 一 oosw)LTW oos 7) 人 了 (+V 填 ) 


和 
了 下 十 几 0 人 x+ 工 


了 
《 寸 ) im fw 1+Yr+ 天 -wwI-z+ 辣 )= lm =1]. 
zt 十 交 二 和 十 时 一 


好 (一 ne 


(51 lm4 二 全 =lim 和 te 一 也 - =@ ina， 


It 这 上 一 秋 村 芋 所 站 一 祈 


权 om 三 sain1+ 二 3 
【5) fm 三 二 和 一 jim me ke“ 一 蕊 -lim 风 


卫 - 定 一 玫 工 -一 亚 衬 一 在 
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| 
如"8 
二 lim 二 
ln 1+ 二 | 
{7) Lim zlafl+w) 一 In 人) 三 lim 人 =1| 
于 
可 inf1+ 2 
(8) im 于 卫 ~ 吕 2 =lim 和 
卫 到 占 证 ” 明 二 -和 一 到 


(9) imtz 十 省 = im 人 1 十 补 二 名 一 们 和 
1 
到 limtI 十 3 十 5 = 人 至 全 
区 妆 区 二 1 
10) imfesz- 瑟 ) = 四 [1-Q-om 本 -本 上 =jinmt1 一 和 关 十 可 全 本 
0 0 ar 


bm-s2rolzi 
可 一 帅 工 二 已 


11》 lima (yz 一 二 = im m(esez 一 二 三 in 人 (和 zj=m 了 


《12) mm Gyz -AT)= Han ms 人 一 缮 三 国生 (ssRrDa+ 一 ) 


三 mnsanrl rearTln z+ol 闵 中 = 江 - 


34 | 闭 区 癌 上 的 连续 通 数 


1. 证 明 :; 设 函数 产 z) 在 [e+ c ) 上 连续 , 旦 Im F(z)= 4( 有 限 数 ), 风 
FUz) 在 [Le ,+se) 有 界 ， 

证 由 lim Az)= 人 (有 限 数 ) ,可知 习 状 盖 a， VY>, 威 立 | 护卫 和 丰 | 
<1, 即 A-1< Frz)<a+1l1. 再 由 六 zz) 在 闭 区 间 {a .X] 上 的 连续 性 ,可 郑 站 
在 [a,X] 上 有 界 , 即 YzrEfe,X], 威 立 | FUz)| 区 日. 令 M=maxi,A+T|， 
放 =iminl-B,A-1| 刚 YrEfla+o), 成 立 严 所 大 到 册 . 


2. 证 明 : 若 函数 fx) 在 开 区 间 (a,5)》 上 连续 ,县 .ALa+) 秋 5-) 存 在 , 则 
它 可 取 到 介 于 Fe+) 和 FU5-) 之 间 的 一 切中 间 值 ， 


证 念 
六 全 )， zzEfa 训 )， 
zolree 工 二 下， 


有 乒 百 一 )， 二 一 五 ， 
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则 六 xz) 在 闭 区 间 [a ,5 上 连续 ,不 妨 设 Fle t+ )<A(-) ,由 闭 区 间 上 连续 郑 
数 的 中 间 值 定理 ,可 知 六 z) 在 闭 区 间 [a,%] 上 可 取 到 [A(at+), 75- 让 上 的 一 
切 值 ,于 是 所 z) 在 开 区 间 (a ,2) 上 可 取 到 介 于 Fa+) 和 8- ) 之 间 的 一 切中 
间 值 . 


3. 证 明 ; 老 闭 区 间 [a ,加 上 的 单调 有 界 函数 Az) 能 取 到 Fe) 和 5) 之 间 
的 一 切 值 , 则 Az) 是 [a ,5j 上 的 连续 函数 ， 

证 采用 反 证 法 .不 芒 设 F(z) 单 调 增加 . 若 scE (a,p) 是 A(z) 的 不 连续 
点 , 则 FE- ) 与 瑟 E+ ) 都 存在 , 且 Fo)j 委 AGE-)E FE+ SA) ,于 是 A(z) 
取 不 到 开 区 间 (7F(E-) ,AS+))》 中 异 于 js) 的 值 ,与 条 件 矛 盾 ; 若 *=a 是 
所 了 7) 的 不 连续 点 , 则 Fa+ ) 存 在 , 且 Ka)<Aae+) 委 FI0) ,于 是 F(z) 取 不 到 
开 区 间 (F(ta),A(a+)) 中 的 值 ,也 与 条 件 矛 盾 ; 同 样 可 以 证 明 x = 卢 也 不 可 能 是 
FLz) 的 不 连续 点 . 


4. 应 用 Bolzano-Weierstrass 定理 证 明 闭 区 间 上 连续 函数 的 有 界 性 定理 ， 
证 采用 反 证 法 . 设 Fz) 在 闭 区 间 [e,5] 上 连续 ,但 无 界 , 则 存在 点 列 
jx,zvE[e,5], 满 足 | PKz |>P， 即 lim jz。 ) = co .由 Bolzano- 硼 eierstrass 


定理 ,存在 子 列 | r。| ,limz。 = 上 且 &E [ae ,6]. 因 为 (zx) 在 点 上 连续 ,所 以 有 
tm (zs )= A(6) ,与 im Ps)= oo 矛盾 


5. 应 用 闵 区 间 桔 定理 证 明光 点 存在 定理 ， 
证 设 7(z) 在 闵 区 间 [e ,2] 上 连续 , 旦 ta)A(b)<0, 不 芒 设 = ai ， 
= 天 ac<0, 5)>0， 
如 果 /于 “| = 0, 则 定理 得 证 .如 果 /于 二 生 }<0, 则 令 o = 对， 


至] 十 旧 | 


5 六 ;如果 用 于 j>0， 则 令 az = ,2= 


如 果 /| 空地 0, 册 定 理 得 证 , 如果 j[ 宇 了 全 ]<0, 则 令 。 = 和 二 和 
6 一 5; 如 果 几 25 因 ]>0, 风 信 3 一 双 ; 看; 一 0 


这 样 的 过 程 可 以 一 直 进行 下 去 . 如 果 存 在 某 个 上 使 得 / 色 2 }= 0 , 则 定 
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理 得 证 ;如 果 不 存在 某 个 于, 使 得 /2 和 |= 0, 则 得 到 一 个 闭 区 间 套 i[a,， 
5 ,满足 Fa <0, Ap >0. 由 闭 区 间 套 定理 ,可 知 存 在 惟一 属于 所 有 闭 区 
间 [ab ] 的 点 6, 且 lima, = limz =#. 再 由 扎 z) 在 点 引 的 连续 性 ,可 知 /上 ) 
= hm (as)<0 与 /6) = lim Fu)>0, 从 而 得 到 /( 人 ) = 0, 定 理 得 证 . 


6. 证 明 方 程 >=easin xz+afe,>0 宇 少 有 一 个 正和 根 . 
证 令 FAz)=z-asnxr-p, 则 Foz) 在 10,+eco} 上 连续 .到 上 >>af6， 
则 F(D0)<0, FA4)>u0, 由 零点 存在 定理 , ffz) 在 (0,4) 上 至 少 有 一 个 根 . 


7. 证 明 方 程 r + azr+g=0(p>0) 有 用 公有 一 个 实 根 . 
证 令 FAz)= 关 +Ttz+d 由 
zhi 一 Rzi)=ftza 一 zi)[zzTazi 二 Tt 十 访 ]>>00zy Di)， 
知 六 z) 在 {( -oo ,+c) 上 是 严格 单调 增加 的 . 


理由 tim AP(z) = lim ie 人 + 让 + 号 }= -om， 


8. 证 明 ， 
人) sin 二 在 (0,1) 上 不 一 致 连续 ,但 在 (e ,1)(a >0) 上 一 致 连续 ; 


(2) sin z 在 (- o ,+ 上 ) 革 不 一 致 连续 ,但 在 [0,4] 上 一 致 连续 ; 
《3] wz 在 [0, + oo) 土 一 致 连续 ; 
(4 有 工 在 L1,+ oo) 上 一 至 连续 ; 


(5) cosY zx 在 [0,+eo) 土 一 致 连续 . 


证 (1)》 在 (0,1)] 上 , 令 z= 工 xzr- 
好 开 


上 
Sin 一 一 Sin =1, 所 以 sin 工 在 (0,1) 上 不 一 致 连续 . 
了 宛 n 加 


在 人 al){fa>0) 上 ,Yes>0, 取 合 =o2e>> 人 0 虹 Ta 全 《| 一 交 | 妇 六 ， 
成 立 
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所 以 sin 二 在 (a,1)(a>0) 上 一 致 连续 


(2) 在 (-o ,+o) 上 , 令 = af+ 林 ,2 =Y FF: 则 Zi ~ 4250, 但 


|sinfz 壮 一 sin( 达 姓 | = 圭 ， 
所 以 sin z 在 {- oo ,+oo) 上 不 一 致 连续 . 


在 [0,A] 上 ,yy e>10, 取 = 5 >0， YzriyzE[0,A],|zi -za|< 妇 3, 成 立 


|sin 站 一 Sin | 扫 | 2 一 了 | 雪 24|z 一 了 | 妇 E， 
所 以 sin z 在 [0,4] 上 一 致 连续 . 
(3) Yey>n, 权 人 = 时 >0VYzrizE[0+oollzr-t| 雪 3 成 立 
| zi 一 Yi| 委 | 一 一 | 六 E， 


所 以 Wz 在 [0, + co) 上 一 致 连续 . 
(4) YE>0, 取 人 =E>0YziEE[l+ol0sSz 一 2 把 合 ,成立 


1n zr; -= In ,= 


fl 三 三川 <lz -al<e 


下 3 


所 以 下 开 在 [1 ,+o) 上 一 致 连续 . 
(5) YE>0 取 人 = 人 riyzE[0,+ecohy, lz 玉成 立 
|eos zi -ceoswW 了 | 委 |w wa 入 V [> -了 祥 E， 
所 以 cosv z 在 [0, + ce) 上 一 致 连续 . 


9. 证 明 : 对 兢 图 内 的 任意 一 点 己 , 存 在 椭 图 过 P 的 一 条 弦 ,使 得 已 是 该 弱 
的 中 点 . 

证 过 忆 点 作 弦 , 设 弦 与 zx 轴 的 均 角 为 ,P 点 将 弦 分 成 长 度 为 站 (9) 和 
i00) 的 两 线段 , 则 Ag) = 羡 (0 -已 ( 的 在 [0,r] 连 续 ,满足 F(0) = -~ Fr), 即 
F0) Fi= 一 广 (r) 魏 0. 于 是 必 有 锯 E[0,r] ,满足 六 部 )=0, 也 就 是 屿 76) 
= 1 (6 )。 


10. 说 困 数 大 z) 在 [0,2] 土 连续 , 且 7(0) = 72) 证明: 存在 zyE[0,2]， 
?一 工 =1, 使 得 FIzr)= 六 7). 

证 令 F(zr)=Fzrz+l)-Frz), 则 FEOz) 在 [0,1] 上 连续 ,Ft1)= -六 (0)， 
于 是 必 有 xz E [0.1], 满 足 Fz)=0 令 四 =2+1| 则 册 挟 [0,2]， 
mm -zi=1, 使 得 F(z)= Fn). 
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11. 著 谓 数 六 zz 在 有 限 开 区 间 (a ,5 上 一 致 连续 , 则 产 z) 在 (ep) 上 有 
界 . 
证 由 Fz) 在 (ea ,5) 上 一 至 连续 ,可 知 六 e+)》 ,FAFBp-) 存 在 且 有 限 . 令 
jzrl， 工 亿 (ap5)， 
六 rz)=1Fa+)， 开 二 @， 
大 百 一 )， 开 二 吾 ， 
则 7 ) 在 闭 区 间 {fa ,加 上 连续 ,所 以 六 rz) 在 [a,5] 上 有 界 , 因 此 ffz) 在 (ae ,) 
上 有 界 . 


12, 证 明 ， 

(1) 某 区 间 上 两 个 一 致 连续 函数 之 和 必定 一 致 连续 ; 

(2) 某 区 间 上 两 个 一 致 连续 函数 之 积 不 一 定 一 致 连续 . 

证 《Hb 设 函 数 FIz) ,gfz) 在 区 间 工 上 一 致 连续 , 则 Ye>n0, 习 人 >0， | 


YETE 3, 成立 LA(z)- 态 r |< 厅 ,1g(z -gz < 语 ， 


于 是 
上 ARz DJ)+g(z -LARz +g(z <e， 
.所 以 Frz)+SCz) 在 区 间 工 上 一 致 连续 . 
(2 设 六 zi=gSzi=z 区 间 T=[0,+c), 则 rr),gtz) 在 区 间 T 上 一 
致 连续 ,但 扩 z)g(z)= 关 在 区 间 了 上 不 一 致 连续 . 


13. 设 函 数 zz) 在 [ea,b] 上 连续 , 且 F(z) 产 0.zrEe[a;5], 证 明 六 zx) 在 
fa ,2] 上 重 正 或 恒 负 . 

证 设 Fzr) 在 La,s] 上 不 保持 定 号 , 则 存在 rz ,zeEfia,b] (不 妨 设 < 
zj) 使 FIz) 与 Fz 不 同 号 ,由 闭 区 间 上 连续 席 数 的 中 间 值 定理 ,必定 存在 
ee [rz rz] ,使 得 上 六 全 =0, 这 就 产生 矛盾 ,所 以 FLz) 在 [ae,b] 上 必定 恒 正 或 恒 
负 ， 


T4， 设 郴 数 下 zz) 在 [a , 才 ] 上 连续 ,as 所 Ti 所 站 ,证 明 在 [a ,五 ] 
中 必 有 #, 使 得 
H( 旨 = 二 LA(zD)+FCe)+ 一 + Fazs]， 


证 根据 闭 区 间 上 连续 函数 的 中 间 值 定理 , 闭 区 间 上 连续 函数 一 定 能 取 到 
最 大 值 和 最 小 值 之 间 和 任何 一 个 值 .由 于 


in FaisS 二 LACzD)+ aa) + 月 委 .axACzD)， 


二 后 [ 吕 沁 
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所 以 在 [a ,6] 中 必 有 #, 使 得 
FS= 二 [LA(zJ+Fza)+…+A(z) 


15. 着 函数 FAz) 在 [ae ,+ co ) 上 连续 , 且 Him 六 z)= 和 (有限 数 ), 则 Fr) 
在 [a, + co) 上 一 致 连续 . 

证 由 lim jz) = 上 ,YeE>0, 了 AD>eygyr it > 万 立 | 7(z) 
-zl<e. 由 于 Az) 在 [ea,X+1] 连 续 , 所 以 一 到 连 续 , 也 就 是 30< 和 <1， 
Wi ELaX+Ti] 当 |z 一 z | 和 时 ,有 | 六 cz -六 zs 于 是 Yz ， 
ft 人 [aa ,+eo) 当 |z -2 二 放 时 ,有 FF(z -Fr e， 


更 多 教材 下 载 : htt p: //Xxuexi . hagongda. com cn 更 多 考研 资料 下 载 : htt p: // kaoyan. hagongda. comcn 


”31 丁 7E 


1. 半径 为 1 em 的 铁 球 表面 要 徐 一 层 厚 度 为 0.01 cm 的 钢 ,试用 求 微 分 的 
方法 算出 每 只 球 需 要 用 铀 多少 克 ? 〔 岗 的 密度 为 8.9 吧 jem .) 


解 球体 积 3 邢 # 2 
3 4 3 2 上 3 了 8 于 4 2 
可 可 三 ] 1 拓 ( 7 让 ]s 工 ? 六 


每 只 球 镀 钢 所 需要 铀 的 质量 为 
力 = 4AVYs4prrArszl,12 8. 


AVY= 本 r(r+An 


2， 用 定义 证 明 ; 函 数 *= yz 在 它 的 整个 定义 域 中 ,除了 x=0 这 一 点 之 外 
都 是 可 微 的 ， 
证 当 zr=0 时 ,Ay= 愉 A 顾 是 Az 的 低 阶 无 穷 小 ,所 以 y=yYz 丰 了 =0 
不 可 徽 . 当 地 天 0 时 ， 
ee 
ax yz Axz+ofazr)， 
TO 十 示 荆 人 -天 
所 以 y=Yz 在 zx 天 0 是 可 微 的 . 


国清 导数 的 意义 和 性质 


1. 设 广 (zo) 存 在 , 求 下 型 各 式 的 值 : 


(lim | 


2 


吕 Ca 


更 多 教材 下 载 : htt p: 0 呈 comcn 更 多 考研 次 上 料 下 载 : 本 本 渍 hagongda. 1 “ 别 


@| 第 四 年 改作 


， zazrji 一 zi ro+ -NAzi 一 Frzo) 
民 CD) im 扫 于 2 【一 各 

环 (0 
FJ 一 TFT， 所 2 十 (2 和 一 天 0 
1 全 
下 二 T0 二 证 工 -~ 划 一 人 富 0 


人 所 0 一 


= 大 (zzo0) 


一 ]ima 


二 一 让 在 一 自 


2. (1) 用 定义 求 抛物 线 ?=2z +3z-1 的 导 本 数 ; 

(2) 求 该 抛物 线 上 过 点 (- 1, -2) 处 的 切线 方程 ; 

(3) 求 该 抛物 线 上 过 点 ( -2,1)} 处 的 法 线 方程 ; 

《4) 问 该 抛物 线 上 是 否 有 点 (e ,5), 过 该 点 的 切线 与 抛物 线 项 点 与 焦点 的 
连 线 平行 ? 

解 (1 和 


=4z+3+2Ar， 
， 1 
所 岂 了 《7) = Tim 和 二 4z+3， 
(2 由 于 大 (- 巧 = 一 1 切线 方程 为 
人 
(3) 由 于 广 (-2) = - 5 法 线 方程 为 ?= - -5[z-(-2)]+1= 工 了 


(4) 扩 物 线 顶 点 与 焦点 的 连 线 平行 于 y 轴 , 即 斜率 为 无 穷 大 ,由 (17 可 知 不 
存在 ,使 得 F(z) = co ,所 以 这 样 的 点 (a ,) 不 存在 . 


3. 设 六 z) 为 (- oo,+o) 上 的 可 导 函 数 , 且 在 zx=0 的 某 个 邻 域 上 成 立 
FL+sinzr)-3PF1-sinz)=8r+eafzry， 起 
其 中 e(z) 是 当 一 0 时 比 高 阶 的 无 穷 小 量 . 求 曲线 y = 六 x) 在 (1,F(1)) 处 
的 切线 方程 ， 
解 记 Fz)=AI+sinz)-3A1-sinz), 可 得 imF(z)= 一 280)=0， 


即 大 1)=0. 直 jim 一 人 2 人 
im DT 忆 [asan a- 加 .和 =] -3i im| ! sn zl)- 太 ]1) | 
TD 中 站 Sa 二 定 号 日 区 二 


= 和 三 ()， 


二 本 RE 后 HouDD sa 
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得 到 广 (1 =2. 于 是 曲线 y= 7 在 {1 ,六 1) 处 的 切线 方程 为 3 二 2 三 下 从 


4. 证 明 : 从 椭圆 的 一 个 焦点 发 出 的 任 一 东 光 线 ,经 椭 网 反射 后 ,反射 光 必 定 
经 过 它 的 男 一 个 焦点 ( 兄 原 教材 图 4.2.5) . 


图 4.2.5 


证 设 梢 圆 方程 为 
ae>5>0， 
焦点 坐标 为 ( 士 c， =vo 一 上 .要 说 (zw) 为 棋 园 上 任意 一 点 , 当 轴 = 
上 时 结论 显然 成 立 , 现 设 加 天 0, 则 过 此 点 的 切线 斜率 为 un 0= - 2 (ro yo) 
与 焦点 ( -“*,0) 连 线 的 斜率 为 tan 0 = 一 二 ,此 连 线 与 切线 夹 角 的 正切 为 = 


有 RE 


1+tan pitan 避 


? 
30 才 Fn 
本 
Xe 人 有， 本 池 二 苹 z 二 cz 


0 
加 zt (Ce Te ec ero+acyo co 


(za , 36) 与 另 一 一 焦点 fce， 0) ) 连 线 的 斜率 为 tan 由 一 
角 的 正切 为 


tan 一 tan 岂 az yn te et 本 一 


二 
] 十 tatm Btam 避 医 0 0 【e 站 吾 站 全 0 0 一 人 


ez 有 二 
辟 30 一 全 CYO 


由 于 两 个 夹 角 的 正切 相等 ,所 以 两 个 夹 角 相等 ,命题 得 证 . 


am 
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5$. 证 明 : 双 曲 线 zy= 汪 上 任 一 点 处 的 切线 与 两 坐标 轴 构 成 的 直角 三 角形 
的 面积 恒 为 2 ， 

证 根 设 (zu,yo ) 为 双 曲 线 上 任意 一 点 , 则 reyo =a ,过 这 一 点 的 切线 斜 


了 


率 为 了 |。 = - 纪 = -对 ,切线 方程 为 


f 


乞 
了 一 轴 二 一 (0 
:下 


易 得 切线 与 两 坐标 轴 的 交点 为 (0,2y ) 和 (2zo,0). 切 线 与 两 坐标 轴 构 成 的 直角 
三 角形 的 夯 积 为 


急 = 于 (2yo)(2zo) =2z030 一 2 . 


6. 求 函 数 在 不 可 导 点 处 的 左 导 数 和 右 寻 数 . 


1) y=|sin 了 |; (2) y=YEE 一 ceos 了; 
(3) ye 7 (4) y= |lnage+1l)i 
解 《1) 对 y= Frz)=|snzl, 当 zz=0 时 ， 
2 册 sin aAz| 一 lsnfll ,smnAr 
7 了 (0) = im 生 主 一 生 工 
村 snar|-|snDl -snar 
让 


所 以 =0 是 不 可 导 点 .又 由 于 函数 》 是 周期 为 x 的 郴 数 ,所 有 不 可 导 点 为 工 = 
kr (REZ), 且 方 (= 一 17 (mr) 一 工 


(2)》 yy= 六 rz)=Y1-cos 填 二 2sim 己 = 


S1 昌 四 ,由 (1 可 知 不 可 导 点 


为 z= 28rx (4EZ), 目 经 计算 得 到 六 (24m0= - 妆 ,7(28m)= 辽 
(3) wy= Fr(z)=e 中 不 可 导 点 只 有 =0, 且 


四 四 
了 (0 = im 让 二 TO im -一 1 
(4) =Fz)=|linfz+l)i 不 可 导 点 只 有 了 =10, 且 
nar+1lij -inli naAz+l)y 
人 
ntar+li -nl 一 Inar+l 
人 具 工 风 示 全 工 人 


7. 讨论 下 列 函 数 在 zx =0 处 的 可 导 性 : 
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二 
[| 于 sin 一 (aa> 信 ， 工 天 0， 袜 0， 
ov-| 工 (2 y 二 
0; 
0， 5 和 在 世 二 四， 十 扫 直 
“， >0， 了 
四 盖 | 04) y= Je ， xz 天 0， 
ar ， 工 写 0; 日 ， 工 二 昌 . 
人 1Azl'esin 大 ] 
解 0D 闻 嫩 =- 贡 一 下 |Azl sgn(Az)snj=0， 


所 出 函数 在 rz =0 可 导 . 
(2) 如 果 函 数 在 = = 0 可 导 , 则 必须 在 z = 0 过 续 ,由 Fl0+ ) -= 0) = 可 
得 5=0. 当 8=0 时 ,六 (0)= Jim as =0, 广 (0)= lim =a，, 故 当 
。 =6=0 时 通 数 在 = 0 可 导 ,其 他 情况 下 函数 在 ==0 不 可 导 . 
(3) 由 于 六 (0)= lim zs -01F(D)= lm est 0=0 关 /(0) 履 
函数 在 z = 0 不 可 导 . 
(4) 当 >0 时 画 数 在 = =0 不 连续 ,所 以 不 可 导 ; 当 a<0 时 ， 


过 5 
jim im 各 工 


所 以 当 ea<0 时 语 数 在 上 =0 可 导 . 


三 修 ， 


8, 设 闪 zz) 在 z=0 处 可 导 , 在 什么 情况 下 ,| 六 zj 在 过 =0 处 也 可 导 ? 
解 当 太 0) 关 0 时 ,不 妨 设 F0) >0, 则 在 *=0 的 小 邻 域 中 有 六 zy>0， 
故 | 六 zi = 大 zh 所 以 | PFCz)l 在 zx=0 处 也 可 导 . 
当 70) =0 时 ,由 于 
0 es F(0) 
分 别 在 = RS 处 的 左 导 数 为 - | 广 (0) |， 
右 导 数 为 | 六 (0)1 ,所 以 | FAz)i 在 =0 处 也 可 导 的 充分 必要 条件 是 六 (0) =0. 


SgH 工 


9. 设 六 z) 在 [a ,5] 上 连续 ,Fe)= Fo)=0. 且 六 (ah 六 (5)>0, 证 明 
rz) 在 (a,5) 鞋 少 存在 一 个 替 点 . 
证 由 题 设 知 六 (ee) 和 广 (8)y 同 号 ,不 妨 设 两 者 都 为 正 数 ,由 于 
把 (ao)= lm 及 攻 ALa) 人 太 ) >0， 


2 
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国 站 
可 知 存在 ri(e< zi<5) ,AKCzi)>0. 

同 理由 于 六 ( 切 = jim 从 2 一 丰 全 = Hm 帮 2 >0, 可 知 存在 雪 (zi<z< 
5) ,六 rz)<0- 由 连续 琢 数 的 堆 点 存在 定理 , 嚼 数 几 z) 在 ri ,zz 之 间 有 零点 


10. 设 Az) 在 有 限 区 间 (a ,总 ) 内 可 导 ， 

(D 车 im 7(z) = oo ,那么 能 否 断 定 也 有 lim 7"(z)= oo? 

【2) 看 lim 广 (z) = 5 ,那么 能 和 理 断 定 也 有 im 太 了 ) 二 oo? 

解 (1 不 一 定 .反例 :A(z)= 二 +eos 二,a 一 日 ， lim 成 芝 ) 二 +oo 大 (zy) 
] 
24r+ 万 
im 广 (z) = ce 不 成 立 . 


了 
= [24nr+ 王 } (-1+1)=0EZz 知 


还 


人 不 - 定 .反例 :7(z) =Vza=0 7 (= 车 世 -+o 而 
lim 六 zz)=0 关 oo， 

11. 设 旺 数 所 了) 满足 X0)=0. 证 明 Frz) 在 =0 处 可 导 的 充分 必要 条 件 是 ; 
存在 在 =0 处 连续 的 函数 g(z), 使 得 A(z) = xg(z), 且 此 时 成 立 六 (0)= 5(0) 

证 “充分 性 .由 F(z) = zg(z) 可 知 lm 奴 2 = 及 0 = img(z)=g(0), 故 
7(z) 在 zx=0 处 可 导 , 且 成 立 六 (0) = 8(0)， 


天) 
必要 性 . 令 co -| ee 5 网 六 JJ=TBCz), 且 
六 (0)， 工 =0. 


limg&tz) =]im 人 = 广 (0)=Bgf0)， 
即 gtz) 在 z=0 处 连续 . 


33 导数 四 则 运算 和 反 郴 数 来 导 法 则 


1, 用 是 广 证 明 (cos z) = 一 sin 工 . 
证 ”由 于 


Cos 证 十 生 ] 一 os 之 二 -2sin(z+ 竺 jim 生 ， 
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根据 sin x 的 连续 性 和 sn| 字 | -~ 笠 (Az-*0) ,可 知 


im cosf 全 十 重工 ) 一 os 革 


SS 
ar 生 苑 加 jmsin[z+ 2 】 2 


2. 证 明 ， 
《1) 《esc 工 ) 二 一 cot 2esc 寺 (2) 【ceot ) 一 一 esc 


人 人 
] 十 于 


(3)] (arccos zz) = 一 


(5) (cz)=- 了 一 


(6) (由 xz) = (eth-z) = 


一 Cot 写 CSC 开 ， 


解 (1L) (ecse z) = | 


1 】 _ (sinzh cos 工 _ 


3 四 本 
S1 们 赴 3 二 3]i 了 工 
四 


了 
(tan7z) secz 
- | 站 一 全 
tafll 交 SI 宛 


1 


1 


tai 交 


卫 
一 一 Ce 交 . 


(2) (cot z) = | 


Ta 卫 浆 
更 


开 


{3) (arceos 并 ) 一 [ 玉 -aresin 虽 本 


《4) 《arc cot 立 ) 一 各 一 


aTctazn z] SR 


二 1 
h ”1 和 人 
(Seh “ 工 ) 本 和 人 


5 
由 yj)” secHEy 1 -th 1 一 2 


] 1 1 


h -1 二 到 = 一 三 
和 


3. 求 下 剂 函 数 的 导 郴 数 : 


{1)》 六 ?=3sin 之 +lna 之 一 Yi 
《3)] 六 xz)=(2 二 7 一 S)sin 


(5) 厂 交 ) 一 人 时 sin 二 


《2》j)》 一 区 os 工 十 天 十 3 
(4) FF) 三 (3tan 二 2sec 工 )i 
25 训 和 工 十 芝 一定 7 


(6) 天 了 ) = 


上 元 Re 
0) Faz)= 二 国光 
(9) Fa = 王 二 cot 了， (10) 和 


] 工 


祥 SIn 开 一 CDs 工 “ 
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fl11) FEz)= (er +]logsyjyarcsin 关 ; (12)》 Ffz)=({cse 工 -3ln ) 妨 sh 工 ; 


二 十 Sec 将 站 十 SI 工 
人 3 站 ) 二 二 一， 
开 一 CSC 三” 04) 大 二 ) arctamn 


【13》 乒 工 ) = 


1 
2Vz 
(2) 庆 (z)=Ycos+Yfcos) +fz 1 +[3) =cos 工 一 si 了 二 2， 
(3) FA(r)= (十 了 二 一 5) sin 并 +[ 十 了 一 S)(sin 工 ) 

=(2rf+7sn +Ir +7zr 一 S)eos 工 . 
《对 不) 一 【3tan 下 十 2sec ) 十 荆 (3tan 交 十 28ec 浆 ) 


=22f3tan 立 二 2sece) 十 补 (3sec 十 2tan see 工 )， 


解 【1) 产 ({z)=(3sia zx) +(nz) -人 wz) =3cos zt+ 工 - 


更 


(5) P(z)=fer siny+erfsin 工 ) 一 (deos 蒂 六 十 (到 
本 


5 3 
三 E 嫩 (sin 上 +eos 工 ) 十 4sin 工本 工 z . 


【6) 和 
二 (1+2cos 一 2 2)z 生 - 导 (z+2sinz-2z- 二 
/ 《十 os 空 ) Sin 宛 一 二 
了 和 
人 【 补 十 cos 交 ) 【zz +ecos 守 ) 


(8) (an) = 人 sa 了 一 2mzryfwz+ 了 isimn-2lnzyfw 二 1 


(wY 全 十 下 
_2(zsin 冰 + cos-2j(Vz+1) -yzrsinrz-2lnz) 
22(w 十 六 
(9) 产 (w) = {z +eotz) nz-(z+cot 二 ifln zy 


] 六 六 


(3z 一 escz)xtnz-23 一 cot 荆 
苦 ] 妥 站 
Sin 光一 cos 圭 
《2cos ) (zsin 工 一 cos 荆 ) -2c0s 工 (rsin 工 一 cos 了 
{《 工 Si 立 一 Cos 工 ) 
_ 一 2(z+sin eos 工 ) 
《Sin 一 cos) 

(11) 产 (z)=(er 十 log3z) arcsin 袜 十 (er 十 logsz)faresin 工 ) 
本 1 。 -lnaz 1 
一 十 二 

(。 也 3jacsinz+(。 + 下 和 | 人 ， 
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$ 3 导数 四 则 运算 和 反 函 数 求 寻 法则 | 三 


《12)] (zy=(ese 一 3mzhz2shw+fcse 一 3mnyz]fz2)csh mr 
+(ecscd 一 3ln 芝 zfsh 


3 
三 一 尼 定 CSC 工 + 开 sh 工 


+fesc 空 一 3ln fsh +fcsc 工 一 3lm)rech 
= 一 《zzeot zesec 工 十 3sh 荆 
十 Ttesc 十 一 31n 区 儿 2sh 工 十 工 ch 开 ). 


(13) 疡 (z) = 【 工 十 sec 荆 ) - 衬 > 【了 十 SeC 三 ) 定 一 Se 工 六 
定 一 PSC 填 )》 


_ 《1+tan zsec 了 人 (于 一 csc ) 一 (rr+seczlfl+cot resc 工 ) 
【之 一 cse 二 ) 


下 十 1 上 ,二 十 ， ， 
{147 (z 二 人 Sin 并 ) arctan 工 一 〔 芋 +sin 艺 ){arctan 工 ] 
arctar 于 


_ (人 1L+z)(L+cosz)arctan 工 -{zTsin) 
【1 + zz Jarctane 工 
4. 求 曲 线 y=tn z 在 (e,1) 处 的 切线 方程 和 法 色 方 程 . 
解 因为 y(ej= 守 | = 工 ,切线 方程 为 
y= 二 (ze 日 +1= 芋 ， 
法 线 方程 为 
3 一 一 外 之 一 6 二 = 一 ez+fe +1lT)， 
5. 当 a 取 条 值 时 ,直线 y= 能 与 曲线 y= log zx 相 切 , 切 点 在 哪里 ” 
解 ” 设 切 点 为 (zu,zro), 由 于 y= 并 是 y= rz)=log rz 的 切线 ,其 斜率 为 


1 “ 了 1 ] 们 
1, 所 以 上 (ro) = -1 故 0 及 由 za)=logsro= 下 2= zx, 得 


亚 帮 ” ja 


到 ln ro=1, 即 zy,=e, 从 而 a=e , 切 点 为 (ee)， 


6. 求 曲线 ?= z” (2aEN, ) 上 过 点 (1,1) 的 切线 与 z 轴 的 交点 的 横 坐 标 z ， 
并 求 出 极限 lim y(z,). 
解 ”因为 y (= nz -=m 所 以 过 点 (1,1) 的 切线 为 y= ntz 1)+1， 


它 与 z 轴 交 点 的 模 坐 标 为 x, = 羡 -, 因 此 


Himy(z,) = im[ 王 一 人 
用 -0 再 一 oo 失 必 
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7. 对 于 抛物 线 y= ar" + azr+c, 设 集合 
S, =fiz,y)| 过 (zy) 可 以 作 该 抛物 钱 的 两 条 切线 | ; 
S; = 斤 ,y)| 过 (zy 只 可 以 作 该 抛物 线 的 一 条 切线 | ; 
si = ji(r,y)| 过 (z,y) 不 能 作 该 抛物 线 的 切线 | ， 
请 分 别 求 出 这 三 个 集合 中 的 元 素 所 满足 的 条 件 . 
解 zc 天 0, 不 妨 设 <>0, 抛 物 线 开 口 向 上 .过 (zz 人 可 以 作 该 执笔 线 两 条 切 
线 当 旦 仅 当 (=,y) 在 该 抛物 线 的 下 方 , 即 y<az + 二 +c. 同 理 当 a<0 时 ,y> 
az +azr+ecy 因 此 
Si= ifz,y)laefar +ar+r 匀 20]. 
过 (z,y) 只 可 以 作 该 抛物 线 一 条 切线 当 且 仅 当 (z,y) 在 该 抛物 线 上 ,所 以 
S; = | (zy)1az 十 帮 r 二 Ce 下 | 
由 此 得 到 
SS =(5US:) =z3y)lafar t+ar+cy)<0l. 


8. (1) 设 拓 了 在 工 = za 处 可 时 ,gz) 在 了 =zo 处 不 可 导 ,证明 cz)t+ 
有 (rc 天 的 在 = zm 处 也 不 可 时 ; 

(2) 设 F(z) 与 gz) 在 工 = :20 处 都 不 可 时, 能 否 断 定 c, F(zr)+ecygtzr) 在 
z = z0 处 一 定 可 导 或 一 定 不 可 时 ? 

解 (1 记 上 xz)=crz)+cg(z), 当 cz0 时 ,如 果 上 zxz) 在 xx= xz 处 
可 导 , 则 gz)=TLRz)-erFz)]fc 在 工 =zo 处 也 可 导 , 从 而 产生 矛盾 . 

(2) 不 能 断定 .如 g(z)= 疙 zi=|zl, 当 cy= -cs 时 ,curlz)+cogtz) 在 
z=0 处 是 可 导 的 ; 当 ci 天 -ec 时 ,efrz)+esgfz) 在 =0 处 不 可 导 . 


9. 在 上 题 的 条 件 下 ,讨论 FzJg(z) 在 =xzo 处 的 可 导 情 况 . 

解 函数 Flz)=c 在 zx=0 处 可 导 ,gfz)=iz| 在 zx=0 处 不 可 时, 则 
ALz)gBtz) 当 e=0 时 在 z=0 处 可 时, 当 c 关 0 时 在 >=0 处 不 可 导 . 

随 数 几 Lz)=g(z)=|zl 在 z=0 处 都 不 可 导 , 但 flzygf(z)= 妆 在 = 
处 可 导 .函数 Arz)=g(z)=sgnlzj 在 =0 处 都 不 可 导 , zyg(z)=asgnlzl 
在 z=f 处 也 不 可 时 . 


10. 变态 (zi 2 ,93 ) 为 同一 区 闻 上 的 可 导 函 数 ,证 明 在 该 区 域 上 
成 立 
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8 4 复合 函数 求 导 法 则 发 其 应 用 上 


1 (7 人 六 1 
万) az) 人 万 久 (并 人 人 


志 和 (1 避 二 人 (7) 本 六 【7) ， 
Pi(z) 关 (z) … 太 (z] 


证 ”根据 行列 式 的 定 尽 
所 区 区) 2z) Se 太 ( 了 ) 
中] 户 (z) 户 人 (7 万 
dz : 


记 z) alt 0 太 () 


态 ， (z) 大 (7 有 (7 

= 旺 2-Dwaa ta (ziPa (zh 

=2K 1 (zj (天 《2 十 六 (zj (zz (zz)TT 
+ (zh (zh) Fa (TD] 


六 (zz 人) 1 访 ) 万 (Cr) 廊 (z) 由 有 rz) 
加 太 (7) 新 人 ] 2 户 ,(z)} 下 户 产 (z) 外 户 zi) 二 


天 (zz) 天 (zz] 2 入) 拟 区] (7) 人 万 (zl 
万) 帮 () 2 人 ( 开 ) 
Pt 库 ( 字 和 户 (z) 


nz zy (zz) 
下 ) 让 ] 太 (zz) 


| 


Fa 人) 


殴 汉 国 复合 冰 数 求 导 法 则 及 其 应 用 


1. 求 下 列 函 数 的 导数 ，: 
(1) yy 一 (人 22 一 交 十 于， [2) yy 一 ersin 37; 
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多 | #m 科 区 人 


(3) ?二 se (4) y=A/ 卫 工 ; 


二 + 人 
(5) y= sih 宛 (6)] = cosY 工 
(7 =VSTT 一 tn 过 TY 二 T1TI {8) 本 
| 本 一 1 和 
oo) ynl(2 zj (0 7 (到 于 琶 | 


1+lnz ， 


11》 yy = 一 一 一 -一 【12) 2 
下 六 WAT 一 克 WA T+ese 区 


{t4) = 


【13) 人 
vV 2 一 1 YY3z+1 
《15)》 y= Vi 好 + -一 一 一 


了 到 
在 ”一 工 


解 (1) 凡 =2(2z2 一 区 +1)(2z 一 工 +1) 一 2027 -站 +1l)04z 一 1)， 
(2 交 = 人 fsin 3z) 二 (esin 3 关 = ef3ecos 37+2sin 3z)， 


(G) y= -去 (1+a9) 0+a) = 到 (1+) 全 


打 
5 性 [下 | 
本 亚 [证 [于 之 区 In“ 
【5) y 二 008 2723 一 3r2cos 了 
才 四 四 1 wY 工 
(6) 多 = 一 siaV 王 (V 二 ) = 一 
风 Sinw 工 (人 wY 六 > 
和 
2 wzrf+l 羡 十 光子 十 上 
1 下 夺 十 2vYT+zZ 
2 +T 2w1+Xfz+TY1T+TZTj 
三 殉 一 1 -w+ 站 
2 VTTE(z+wT+) 
1 长 .2 攻 
{8) 了 = 《ee 下 辽 人 名 上 之 工 


《一 上 1 2x24+2 


( 归 交 =[infz 一 二 一 二 =- 一 一 2 一 = 一 
和 一 证 (2 一 1 
(10) y = -2(2z2+sin zi 一 2(47+cos 工 )} 
一 
《之 六 十 Sim 避 】 [27 +sin 过 ) 
(iD)y= 站 二 mx) 了 YL1- 一 人 + 下 二 


和 1 一) 
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$ 4 备 合 函数 求 轩 法 则 及 其 应 月 |@ 


21 -rnz-(tl+iz)fl 六 
二 一 荆 ) 竹 


下 cSC 帮 一 (YL+esc 了 
ee 


2)37 二 1 二 esc 了 


1 【( 一 cot z2csc zf23) 
V 1+esc 于 一 了 一 一 一 一 一 
2 WwW T+esc 交 


1 十 esc 工 
工 了 的 蔷 
二 geSE 十 和 SC 补 oot 工 


《二 十 cSe 袜 2 到 


2 3 
(3 y=| 了 + 
2| 人 


和 | 
3 了 
34) 3 =eraz( 一 si) 二 一 Sn 二 


2 2 
(15) = 人 


中 一 光 


] 
_ -321 0 
人 和 
284 一 3@22 十 下 十 全 


【Ge 一 区) 天 


2. 求 下列 函 教 的 导 教 : 


【ty=lnsn yi (2] 3 =]lnfesc 了 cot 工 } 


【3) y= 互 [z Ve 交 +aarosin 这 | (4) =Infz+wY 十 G)i 
《S)} y= 末 (zVY 下 -aln(z+Y 王 0))， 


[1 


1)》 = 一 Sn 了 二 eeot 
解 (1) y 二 ) 
,， (ese 工 一 ceot z) 一 oot resc (一 csc rr) 
《2] 一 Csc 圭 ， 
c88 之 一 Cot 全 CC 冲 一 Cot 证 


旧 


G)y= 二 [>Ve -+z(Vac ata[arsinz) ] 
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工 十 以 十 寻 工 十 W 和 十 要 史 于 


3, 设 F(z) 可 导 , 求 下 列 函 数 的 导数 : 


【1) 了 2) HR 

(3) w FFC)i 《4 aretan 帮工 )， 

(5) FA(e” (6) sin( F(sin z)); 
1 1 

0 Fe (8) 天 站 


解 1) /1(V =) = 全 (2 


(2) 1 一 佑 ) 二 ) RE 


(3) [LVFzJ]'= 7(z)]= 袜 ) 


7 5 ) 
LSz) 


《4) [aretan 上 捕 之 )]= 二 必 直 于 


(G5) [FLCe DT = DLRe = PC)Fe2jfeey 
=2zee 六 (e ) PCF(ee 
《6) ee z)] =cos( Flsin z))0FUsin zz) 
=eosf Ffsin z)) Pain zfsin zz) 
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5 4 二 合 画 数 求 导 法 则 及 其 应用 | 生 


= cosf_ Fasin 荆 ) 7) 关 (sin 卫 ]oos 了 


园 人 


1 ，_ FrOFn) 疡 CACz))F(z) 
ee PR 
4. 用 对 数 求 导 法 求 下 列 范 数 的 导数 ， 

《1 = (2) y=({z +asin 5 
《3 7 = cosz 【4 lnf2 二 1) 
放生 王 。 攻 二 
) 电 一 四 | 《6 下 | {《 工 , ] 
(7) y=sin ze . 


解 ”由 于 (ln ?六 = 芝 , 所 以 久 二 如 my) ， 


《1 lny=wzlnr， 
4 =3(ay) =y[zar+zfinzry =(i+nzjze. 


(2)》 ln y= 了 Infz， +sin 民 )， 


y 三 如 2 本 | Infzs +sin z) 二 [ln( x+sin z)] | 


0 1f 3ze+eos 工 [Infrs+sn 工 ) 
= 人 (二 十 sin | |， 
定 ( 十 sin) 了 
{3)》 ln y=Yln cos 十 ， 
y = 区 zlnecos) 一 yzrlncos 工 二 工 (in eos 区 ]] 
= (ln eos 工 一 工 tan 定 )eosz， 
(4) mn y=xnlnf2zr+1)， 
y =yLzlnln(2z+ 雪 +yz(lnalnt2zr+1)7] 


之 补 
|m ]nf2 十 D+ CrTEOerT | 【了 区 十 1 


(5) Ia y=In x+ 六 In(1- 妇 ) 一 了 In(1+ z)， 


?3 z) + 到 (nG-z2))7- 卫 (la(l+as))7] 


.一 光 |[ 工 - 工 3 | 
T 1-zf 21+z 
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@ 国 | %m 直 区 分 


【6) ln y = 本 


EN (一 二 


【= 一 


一 
| 
加， 


(7 记念 ww=alnaswznr, 则 


zt 一 [zyInr+wztnz) = 人 


ln 并 1 [ 近 2] 


2v 工 2VZ 
于 是 六 (sin yay 二 2 加 工 re cos zi ， 
2V 
dy 
3 . 对 下 列 隐 范 数 求 : 
(1) ?一天 十 arctan y1; (2) ?二 ee 一 1 
(3) Y -cosy=snyzi (4) rz39 一 ny+ 切 = 人; 
(5)] er 和 一 =0i 《6) tan(z+3 一 芭 二 0 
《7 ySin 了 十 字 In 了 用; 【8) z 二 一 3azy 一 0. 


解 (1) 在 等 式 两 边 对 z 求 导 ,得 到 


刀 三 天 十 《arctan 3 和 | 


1 十 ， 

解 得 

立 

加 

(2) 在 等 式 两 边 对 工 求 导 , 得 到 
十 守卫 二 人 +)+e 二 0 
解 得 
0 
后 1 十 e7 


3) 等 式 两 边 平方 ,再 对 工 求 导 , 得 到 
1+sn fy =208sim 3 一 工 扩 cos Yo) 一 1)， 
解 得 
1+2fsin ?一 工 ) 
”si 一直)oos y 一 sin yn" 
(4) 在 等 式 两 边 对 z 求 导 ,得 到 
z3+ my-[ln(y+D]=3+zm -和 =0， 
解 得 
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4 4 备 合 函数 求 导 法 则 及 其 频 用 |@ 


(5) 在 等 式 两 边 对 zx 求 导 ,得 到 
人 十 3) 一 (zy =er ty(27 + 一 【 认 二 2roy 0， 
解 得 
Y= 2ze 汪 


可 二 外 


2 才 
中 一 2zy 
《6) 在 等 式 商 边 对 zx 求 导 ,得 到 
secfz+yi(z+y) (zy) =sectr+yl+ry (yt+tzy)=0， 
解 得 
，_ See 十 纹 一 
之 一 Sec (+ 


(7) 在 等 式 两 边 对 zx 求 导 , 得 到 


出 


2y 8n 工 十 23 人 sin 二 十 (In 3 一 23y Sin 全 十 23cos 下 十 ]n 十 z 汪 =0， 
解 得 
2Y cosz+yiny 
” ”7T+2ysnz 
(8) 在 等 式 两 边 对 工 求 导 ,得 到 
322 十 3 -3ar 一 3ary =S(z + 六 一 ay- ary =0， 
解 得 
一 
卫 四 
6. 设 所 给 的 函数 可 导 ,证 明 ， 
《1) 奇 画 数 的 导 函 数 是 偶 函 数 , 偶 函 数 的 导 函 数 是 奇 函 数 ; 
(2) 周期 函数 的 导 函 数 仍 是 周期 函数 ， 
证 (1) 设 F(z) 为 奇 画 数 , 则 
Pa)= 四 妈 -2+ez)- 失 - 二 = Hm 二 大 -Arz 川 -[ 一 所 


| 矶 二 


=- 1 贡 2T( AZzi 一 大 了) 


一 上 re 一 出 开 


= 广 (z)， 
设 Fz) 为 偶 详 数 , 则 
六 -az)=im 妇 -At 人 岂 -2- ln 人 


点 工 -一目 


一 
人 
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多 | 第 四 竟 共 分 


(2) 设 所 zz) 是 周期 为 工 的 函数 , 则 


Jim 十 了 十 矶 开 ) 一 扰 工 十 人 fm 所 +Az) 一 几 了 -Fr 


天 (全 二 了) 二 古 下 re 成 区 


7. 求 曲线 区 +In y= 工 在 M(1,T) 点 的 切线 和 法 线 方程 . 
了 
解 对 方程 两 边 求 导 , 得 到 ?+ 2 + 3 一 0, 解 得 站 = 一 过 和 ,将 (1) 代 
人 得 到 y (1) = -这 .于 是 切线 方程 为 y?- 1= - 卫 (z ~1)， 即 
+T2y 一 3=0， 
法 线 方程 为 ?~-1=2(z 一 1 , 邵 
2z 一 Y 一 1=0. 


8. 对 下 列 参数 形式 的 函数 求 92， 


习 一 二 一 一 基 ， 
1 本 o)| 
曙 一 3 一 3 
于 二 二 sin 上， 直 一 Ce  ， 
9 | 
3 二 志 cos 了 3 三 放 e 3; 
南 全 中 cOS 计 ， 而 了 = 中 at， 
?一 asin ti 3 三 吊环 ; 
过 
z 一 ww 工 十 站 ， 
(7) oj 
we 了 二 一 
于 一 eeos =1afI 二 站 
9)| (10) 宛 中 让 ， 
光一 已 汪 下 由 二 了 一 Erctatl 天 ， 
dy_ 3 38” 3 如 
人 
dy_y_1-38 32 一 1 
(2 dr zz -2 2 
(3) 电光 -2tcos 上 二 志 sin f 2cos 芋 一 ESin 
dz 2tfsnt+teos ty 28nt+ieos 
dy 必 双 五 
才 人 二 
1 二 节 【《-Ee 2 


加 多 326ii ieos 世 
全 ) 天 = 一 = 一 =- 一 tant， 
宙 3acos 订 (一 Sn 
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$ 4 外 合 西数 求 导 法 则 及 其 颇 用 | 克 


(0) 下 z ch 以 
dy yy_(1-t  ) 二 “ 二 区 
人 
过 和 
dy 9 2w1- 二 十 世 
人 二 汪汪 
全 还 1 二 一 
2w1+t 
(9) dy 一 2e snt+e 2simn tcost (sint 一 cost)tant 
z TY -2e7cost+Te 2cost( 一 sini) sm tt 中 cost  “ 
| 
Qy_ 1+ 记 二 
人 
1 + 和 


2 辐 
号 . 求 曲名 二 ft =] 对 应 的 点 处 的 切线 和 法 线 方 


1 二 
程 . 
解 将 ;= 1 代 人 参数 方程 ,有 = 末 ,y= 半 .经 计算 ， 
(= 人 2 十](+ 天 ) 一 (4 二 JE+ 直 -22 ) 一 (28+ 志 )37 
(了 十 节 了 人 1 十 芒 ) 
二 2 
(1+E) 
二 全 一声 站 + 二) 一 (38 一声 )L 二 二) -人 2 一 2 十 二) 一 人 2 一 克 )3 
人 十 芭 闻 (1+ 六 ) 
2 一 2 一 4 十 村 
(1+ 线 
于 是 
dy 2 一 2 一 4 十 上 
dr 2+27 一 4 红 一 中 
当 #= 1 时 , 钮 = 二 了 = 3, 所 以 切线 方程 为 
-3 引 [了 - 王 | 可 =37-4， 
法 线 方 程 为 
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z 0 确定 y 为 的 函数 ,其 中 * 为 参 变 量 , 求 


6 二 3 红 十 2 十 十， 
大 人 


解 将 :=0 代 人 参数 方程 ,可 得 失 =1, -+ 于 =0, 即 =0,y= 子 .在 两 
个 方 径 的 两 瑞 对 上 求 时 ,得 到 
er 人 一 上 十 2， 
sin yy 十 fcos yy 一 六 二 0 
再 将 =0 代 人 , 解 得 (0) =2,7 (0) = 1. 所 以 


11. 证 明 曲 线 


了 一 @(eos 上 二 Sin tt)， 


3 一 Qaf(sin 一 tcos tt) 
上 人 尾 一 点 的 法 线 到 原点 的 让 离 等 于 |a | . 
证 利用 参数 形式 所 表示 的 函数 的 求 导 公 式 ， 
dy 4(cost 一 cost+tsnt) 
dz af-TSRITiOO 订 一 tn 
曲线 在 对 应 于 参数 : 的 点 处 的 法 线 方程 为 
一 &fsint-tceost= 一 cottfz--afcost+rsint)]， 


化 简 后 为 


Cos ts* 工 十 Sin ty 一 怒 三 必 ， 


法 线 到 原点 的 不 离 为 


但 
cos 十 Sm 


= | =|a|. 


12. 设 函 数 := gf(z) 在 工 =zo 处 连续 ,y= 六 zx) 在 zx= xuo=g(z) 处 连续 
请 举例 说 明 ,在 以 下 情况 中 ,复合 函数 y = F(g(z)) 在 工 = mm 处 并 非 一 定 不 可 
导 
(1) =g(z) 在 z 吉 处 可 时, 而 y= Fu 在 2 处 林 可 导 ; 
(2 2 一 gz 在 x 处 不 可 导 , 而 y= 大 s) 在 w 处 可 时; 
(3) = gz) 在 to 处 不 可 时 ,y= Fa) 在 un 处 也 不 可 导 ， 
解 (1)+=g(z)= 好 ,Fa)= | ar=0an =0,y= 六 (zz)) = 
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$ 4 揽 合 函 数 求 导 法 唱 及 其 皮 用 | 移 


1 = 在 了 = 可 时 

【2) = 二 | Pt)= ao=0azo=0y=Fg(z))=|z 人 | 三 
在 上 =zo 可 晤 . 

(3) gr)y=maxiozl Pa)=mint0,al, 则 2=gftz) 在 xro=0 处 丰 可 
时 ,y= Fa) 在 ti=g(0)=0 处 也 不 可 时 ,但 y=_F(g(ziE0 处 处 可 时 ， 


13. 设 画 数 Fazh),gfay 和 请 (a) 可 微 , 且 产 (zj>1laz=pr) 也 是 可 微 天 
数 ,利用 一 阶 微 分 的 形式 不 变性 求 下 列 复合 函数 的 微分 ， 


(GD) (ze)e(a)R(a)i (2) 挛 汪 和 

3) 天 《下 ] 对 和 《4 》 leg 品 (下 
FE] 1 

{S) arctan| 大 扫 ]， 【6) 


解 (1)yd[Fagfzyptazey] 
=[A (zz 有 (下 () 二 天) 区 (下 () 十 FREE) 页 扩 下 ) 9 下 
= age 扰 相 8 人) 下 (zt Fe)gUz)R ao (xz)dz. 


| WA (2a)]RCai 一 Fa 4 
(下 (让 
放下 (十 Fa) 下 人 一 FJg(a) 下 ae) ， 
人 {z)qz 
《3) d[ 放 (2 ] = 王 [ee ] dg 一 Eee)nfR( ) 7] da 


=ACaoso [eta 和 二 tealaa(a)]gr(z)ydr， 


(0) dhgeug(a))=d 刘 避风 = 和 


和 JS TE)n 只 (一 丙 《gfajln gfa] ， 

ReJS(E]br Ra 

姑 呈 下 | _F (aiRCty -成 ) 下 (aa) 

下 让 荐 上 站 (一 扰 生 和 下 下 
Gilanmn| 友 人 | TY 

人 
1 FOOD)TR(a] 东 
Y Fa)+ 下 人) 220) 十 让 (ai) 广 


KDJTACGJACe) vd 
(Ca + 本 (7 


(的 9 
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锥 | #m 亲 苍 


高 礁 导 数 和 高 阶 微 分 


1. 求 下 列 琐 数 的 高 阶 导数 : 


(1) y= +22 一 + 工 求 y; (2)》 YY=imnyy 求 六 
2 后 ln 让 
(3 人 ; (4) 一 世 , 求 3 
) 3 ee 求 ， 了 3 
{S) 书 三 sin xz , 求 了 6) = 一 cosvzr, 求 妇 
(7) y= 二 er , 求 姓 |; 《9) ER z 求 彤 ; 
(9) y= fr cos 27r, 求 0 (10) y=(2z2+1)shz, 求 9) ， 


解 《1 yy 一 3z 4 一 1 六-6r +4, = 人 
(2) y 一 4 各 工 +2 22inyr+4z2+3z2=12z2ln 工 二 7z2. 


1 
了 二 
三 Y 人 
十 区 2f 十 各) 
了 本 3 a 1 
- 《4 十 看 和 )fE 十 二 这 本 (4 十 3 (1+z) 7 3z2+8z+8 
Se 于 
201+ 了 ) 4(1+ 关 ) 
(4) 人 = 1z 一 21n 人 -2 
了 


{5) = oos 了 (3x2) 一 人 rzeos 3， 
y =6zcos it +3r2( 一 sin zf32 一 6zeos T3 一 Drtsin 全 
3 一 6cos T 一 6zrsin rof(3z2 一 36rssin za 一 9rscogs ra。 (32 


= 一 S42sin zs 一 (2776 一 6Jeos za ， 


《6)] 》 -3z2cosV 开 + m( -saV5)[ 产 )=3zzoosV 工 - 工 zsin 二 
2vz 2 
久 一 Gtreosw 蔗 十 37r2f 本 关 - 于 zisinV 
1 5 1 
一 二 [fcosw 工 } 
2 2 


4 如 


站 
一 尼 ” 
人 
CT 


-到 josvs+ (6z- 李 外 sinV5) 大 -再 夺 sinw 


ee 
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5 5 “ 襄 阶 导数 和 商 阶 笠 分 | 移 


-只 zeoV5 斑 
一 (5- 富 zjcosVZ+ ( 言 宇 到 本 2 jsnvz， 


(7) 六 =27zezr +YTeerf3z) 一 (2 十 3 ye ， 
旷 =(2+6r)ex +(2z+3z7 )e (3r) = (9z2 + 12 二 2)e7， 
(18 十 12Jez +(9zrz 十 12 十 2Je 32) 
=(27z +54r+18)er . 


2 Y 家 
《8 本 (一 ee arcsin 区 十 e < 【arcsin 工 ) 


| 
=| 一 2xzarcsin 工 十 er 
1 卫 


1 
【一 o 一 之 工 arcsinl 之 十 局 1 


W 1 一 到 


1 
= +| -2zemsinz+ @ 


光一 宇 


=-(-2z)| -2zarcsin + 上 


1 - 


. 2 了 1( 一 2 1] 
十 | 一 zafcsin 二 一 十 -本 一 一 一 一 | er 


VT 一 (1 一 羡 计 
2 一 了 
三 攻 -1jaresin 工 十 Y(4z -3) 忆 
《1 一 之 


《9 Wi = ycost0 2 十 CS3x2cos0 2 十 COGreos 27 二 Co6cos 27 
=28 zcos2r+80.22 .3z2sin 2 一 3160.2”6zcos 2 工 
一 82 160.2 6sin 2z 
=28[z(z-4740)cos27+(120r -61 620)sin 2z]. 
(10) yy9 = (2 了 十 )she 9 二 CC34 工 sh 并 十 C54she7 
= (2z2+1jceh 工 二 99.47rsh 工 +4 851.4ch 工 
=(2z:+19405Jch +396rsh 工 . 


2. 求 下 列 函 数 的 ? 阶 导数 y”: 


《1) ?=sSinc oz {2) yy 一 2 

1 
3 三 和 一 ; 
ee 人 7 
《S$) YY 一 es cos Ar { 行 ) 省 一 Sim 工 十 cog 工 ， 


解 【1) 光 = 子 (1- oos 2oz) 生 -2 oroos( 2auz+ 吾 | 
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国 9 四 下 区 分 


-2orsmn[2ar+2 
{2)》 光 王 CC02 (ln 了 
下 = 由 
可 【一 1 
-la2:2n z+ 2 Ci2rin 2 三] 
点 一】 


二 2| in2 +， 十 十 办 2 一 一 一 一 一 |， 
&21 宇 


时 《 相 灵 中 | 
Gy Ge 全 ) = 袜 Ce 
8520 


和 


人 到 一 3 


二 1 
人 


是 一 由 


Go 官 Geo[aslp] we co asp 全) 


【6) y = 《si 到 和 十 co 时 了 一 2sin zecos 并 


-1 -于 sim2z=1- 于 (1- cos 4z)= 开 +e 
所 以 
yo=4 和 aeosl4z+ 于 | 
3. 鲜 究 男 数 
计 5 荆 空 0， 
[ )-| 
人 一 开 ， 工蜂 
的 各 阶 导 数 ， 


解 当 z>0 时 , 广 (z)=2zr; 当 zx<0 时 ,六 (z)= 一 2z. 由 
产 (0) = im 人 em- 0) -in (az) -0-0 


az-0+ 页 工 
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8 5 商 阶 委 数 和 高 阶 入 分 奏 


训 之 四 一 他 
疡 (0)= 加 FIO0) im 人 本 
可 知 广 (z)=2|z|， 
2， 下 2 有 人 0， 
由 此 得 到 re-| -2， 工 芯 0， 
不 存在 ， > =(. 
芋 天 日 ， 
于 是 当 # >2 时 ,天 ” (= 2 
4. 设 FLz) 任 意 次 可 微 , 求 
(D [Fe)]: G) [7 二 川 : 
《3) [FIn 节 )]; (4) [in zz)]; 
{S) [Fe (67 [Karctan rr)] 
解 〈 旨 [Fe) 了 = 天 (有 天 ( 人 7)， 


[所定 和 二 2 着 十 《2 和 =) 二 
[Fe =4 人 (4 
=8c (rz 二 12zF(z). 


op -7 拘 则 -区 他 


[人 
全 er 全 ] 


(3) [Fn z)] = 产 (zfln zy 
[Flln zj)= 开 da zlnz)z 一 大 (mn)zZ) 


让 


_ 了 (ln zj- (tn 工 ) 


_ 了 《1 
(47 [in 天 之 ?了 Try ， 
[in Flz) = 三 Cz)FCz) 一 CCzD 


【 羡 》 


eu 
oa 
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多 | 革 四 生长 


(5) [Fe =F(e)fe = 一 ee )， 
[Fe 了 = -efes te) (ec Je ) 
=e re )+e Fe 一 )， 
[ Fe) =e re (ee ffe 
+e re )fe Te)Fe) 
= 一 ee )-3e re)-e Fe) 


(6) [Farctan 家 = 产 (arctan 世 )(arctan 下 _ (Caretan 并 | 


量 


二 十 水 
人 【1+z) Parctan 工 )(aretan 工 ) 一 (1L+z)P(arctan 工 ) 
(1 + 工 ) 
_ (arctan 7) 一 2zF{arctan 工 ) 


(1+z》 


5. 利用 Leibniz 公式 计算 闪 10): 
《1) = arctan 工 ; 
【2) ?= arcsit 工 . 


解 (1) 由 y =， 


城 - 也 下 
RE 人 


令 z=0, 可 得 y(0)=1,y(0)=0. 个 (1+xz)=1 两 边 对 xz 求 2 阶 导 数 
【2 >1》, 得 到 
com-=0， 
注意 到 (1+ xj=0, 上 式 简化 为 
3 了 + 下 0， 


以 工 =0 代 六 ,得 到 递 推 公式 
?0(00= 一 Pa-T)oo nt0)， 
从 而 得 到 


1 ? 为 奇数 ， 
0， 2 为 偶数 . 
(2 由 光 =(1 -2) 全， 
y = | -到 ja-22)3l 一 22) 二 们 (1 一 22 到 =] 也 - 
一 


令 上 =0, 可 得 交 (9=1Y(0)=0, 且 思 =(1- 袜 ) 入 .在 等 式 心 =(1- 2 访 


ee ee 
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$5 高 阶 导 数 和 高 阶 向 分 克 
责 过 对 rz 孙 阶 导 数 (之 匡 , 得 到 


光 【全 和 六 | 二 。 


上 = 种 = 由 
即 
1 宇 jy | 二 二 的 二 坟 拓 全 1 ， 
以 上 =0 代 人 ,得 到 递 推 公式 
Mat0) = 2ytD10)， 
从 而 得 到 


[fa 一 2)11， 守 为 奇数 ， 
【 9) 人 看] 三 
2 为 偶数 . 


6. 对 下 列 攻 画 数 求 二 ， 
[二 -本 汪 机 《2j) taatzd+O 一 129 一 0 
【3) 2ysin 了 二 im yy 一个 (4)] z 十 内 一 3azy 关 0， 
解 【1) 在 等 式 两 边 对 工 求 时 ,有 
人 
再 对 工 求 导 ,得 到 
ef (二 3 22) 二 6 27 十 太 ) 一 (22 二 2 


=e (27 十 风 有 二 er (2 洲 】 -23 一 42y 一 妆 呈 0， 
从 而 解 出 


和 2 昌 
wy 十 2 一 已 ?| 十 和 4 荆 十 丰 十 六 | 
0 
之 人 
其 中 ER 
7” 一 证 


(2) 在 等 式 两 边 对 zx 求 导 , 有 
sec ( 空 十 9 有 开 二 3 一 (zy see yo 人 +Y -7 一 0 
再 对 工 求 时 ,得 到 
2sec ( 十 yj)tam( 全 十 3 并 定 十 3 十 和) +sec TI 一 一 
=2sec{ 工 十 yjJtan( 工 十 人 1 十 凡 关 二 Sec +3Jy 一 23 一 2 二 0， 
从 而 解 出 


2sec ( 工 十 yj)tan(z+y)LET+ 了 一 277 
网 一 ee 
工 一 Be 二 3) 
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国人 


其 中 外 =2 (zt 切 一 g 


ee 
二 一 Sec ( 妆 十 了 


(3) 在 等 式 两 边 对 zx 求 导 , 有 
2y sin z+23ycos + 各 32 一 0， 
再 对 zx 求 导 ,得 到 
0 二 关上 二 六 =0， 
了 3 己 


从 而 解 出 
2 si 一 44 凡 cos 工 一 2 
》 讽 症 十 了 Sif 过 


其 中 “23o pos 工 +ylny 
~ 郑 十 23ySsin 之 “ 


{4) 在 等 式 两 边 对 zx 求 导 ,有 
3 3 一 3ay 一 3axzy 一 0， 
再 对 > 求 导 ,得 到 
在 并 十 站 二 ay az 下， 
从 而 解 出 
六 = 生 +23(7) 一 2ay 
召开 一 蜂 


二 二 业 
其 中 y = 屿 一 一 
刚 一 纯 


7 对 下 列 参数 形式 的 函数 求 4- 


ii 四 
【1 全 8 ， {2) 


证 一 全 COS 了 


二. 汪 


oj 三 直 1 一 Sn tt)， 1] = 必 e 
= 上 cos 上 了 下 ee 


昂 二 人 Si 
址 


(5) 县 (6) 立 二 Sin 人 
yy=wIT 一 1 y?=eos 本 . 
上 ~ 【at2 和 《有 at 《6 给 )(2at) 一 (38 )(2a) 
本 EC 
3 
4a2t 


由 9 _《arsin 1 (far pos 引 ) 一 (atsin zfatcos 放 
(2) dz [atceos # 
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4 5 “高 阶 导 数 和 高 航向 分 | 三 


(2acos 上 一 etsin tfacost 一 atsn 旨 +(asin 十 于 oos 引 (2esin 5+atoos 1 
加 ea (oos 一 tin 的 
_【( 瑟 十 2)(sin zt 十 cos tt) 六 十 2 
efcos tt 一 tsin ty) afeos 二 一 sih ti) 
03】 中 7 (teos t) [EL-sin 1)] 一 (tcos ti [区 1 一 sin 贡 】 
gx 本 人 L=-sin tj 
《~2Sin 一 toos 1 一 Sn tt 一 toos 共 一 (ons 了 上 一 Sin zt 儿 一 200s 了 十 tsin 站 
(1-snr-teoosr) 


人 +2 一 2sin tt 一 tecos 
人 
【1 一 sin 一 zeos 上 


【4) dy_ (be) (ae (be ae ) 一 bere 一 bete 0 
dz [Cae 0 0 
05) 由 2 -YI 拉 (YAT 一 (V(V 人 7 
dz [Cw 十 了 六 于 
人 
-HE (2V1+ 人 9 TELR7TETT je， 人 
= 一 2201 一 t) 这 
(6) dy _ (ceos 下) fsin 人 2) 一 (ecos 村) sin 村 入 
dz” 【sin et 


_ 下 一 asin atsin Et 一 态 oos azcos 六 
如 os 


_ 吾 (asin Crsin 中 十 古 cOS ateos 醚 ) 
如 CDS 


8. 利用 反 函 数 的 求 导 公式 科 = 二 ,还 明 


d 六 寺 30 于 ~ 
1 二 天 二 2 由 人 
0 er 
dz _ df/dry df71i 
| 
=--.1 dy-_、 1 dydrz .1 了 
(2 dy (3 dr dy (人 fy 
dr dfrdxr ad 1 dd 人 
(2 = 二 | ) = 去 二 灿 一 二 王国 刚 Gy 
) 3 dy4dr) | 人 7 (3 站 dy 本 dy 
| ddz ， dy dx 
(dr 日 人 天 dy 
1 301 30 一 3 
(7 《了 (7 ) 
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多 | 革 四 站 入 分 


9. 求 下 列 函 数 的 高 阶 微分 


(1) = 光 rtan, 求 平 y; (2] y= tte, 求 出 yi 
WE 2 Sec 证 

{3) yy 一 证 , 求 出 yj Ce 

{S)} = sin 3z, 求 下 7 (6) y= 关 , 求 由 yi 

(7) ?= 工 王 , 求 dy (8) y= reos2z, 求 do 


解 (D) dy = 本 (ztanz)-(1-secz)dz 
_ -2 > 
= 一 可 (ztan 垃 ) 了 tam Y 寻 ， 


旦 y >= | - 半 (z-m 了 和 ( 一 se - 椰 (zt 了 ) (2tan 区 sE 作 过] | dz 


_ 2tan 区 十 6sec rtan (7r 一 tan Za 


Bftan 丈 一 全 ) 可 
下 
(2) 9 = 了 [CSCz)(e 全]dz; 
和 
上 二 一 中 半 一 中 “一 工 本 
| ta 7 下 二 JT { 一 十 ) 亡 吕 定 
= (zz 167z3 十 7272 一 06 关 十 24)e dzt. 


1 二 了 


2Y1+z 1 
《3) gdy = dz = -一 一 -一 一 dr， 
中 TV + 于 
下 = | 一 二 +] 3z: 十 2 7 
ZWVY + 2z2(1+ 2 (1 二 2 了 
(4 = |- 六 下 Cs。 
0 
-sec zz 一 1)tan 之 一 之 ] 
一 二 
【 一 二) 到 
sec rtan x[( 关 一 tjtan 过 一 工 +sec[2rtan zi 一 lysecz 一 1] 
全 = 
(z 一 了 
_3 .secz[( 王 一 1)tan 工 - 莹 ] (2z) 5 
本 了 如 工 
《一 1 


_sec zz -1) (ti+2tamz)-2z(z 一 1)tan 了 +2x3 + 了 


《zz 一 1)7 人 
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5 5 高 阶 导数 和 高 阶 各 分 | 克 


(5) 中 7y= [zfsin 3z) +3z fsin 3z]]dqzrz= -27fsin 3 十 cos 37)dz 
(6) dy=dfem =enmzfl+lnzr)dz= 妇 (1L+lnz)dr， 
2 = 人 1+Tlnzy+et+ln 到】 dr 


过 立 了 
一 民 | 01+ 四 了 工 】 + 二 jdz ， 


Didy= cnae 人 二 dz 
{ 形 1 


5 


玫 -1 (中 一 1 《一 
TCD 0 人 dz 
《1 = ， 
= ea 宏 膏 它 去 jdz 


{8) dy = 2 人 (Tt (cos 2 和 ) 时 人 rs 
=- 袜 ET 和 > [es(2z+ 竺 jar 


=- (ny 


环 = 0 (去 《 天 一 囊 ) 1 


10. 求 由 (ee ) ,其 中 
(1) z 是 自 变量 ; (2》z = gp(2) 是 中 间 变量 
解 (1) dfery= (er dz=edz， 
开 ( 时 )=desdz)= (er) dr 一 edz2， 
(2 dfer (edz=edz=ern 后 《tdt， 
中 (人 ) 一 de 和 全 [er 人 人] 全 
一 eg 并 [pt 2 十 全 de2， 


11. 设 Fajgtal 任 意 次 可 向, 昌 gEOa)>0. 
《1) 当 z=tanz 有 时 , 求 衬 六 

【2) ) 当 #=vw,o=lnzr 时 , 求 下 ri 
(3)d[F(e)g(a)y]i 

《4) 中 [hn 员 (2 ]; 


G5) 了 [ 妈 分 | 
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多 | 第 四 年 攻 分 


解 【1) dr= 产 (feedzrs= Frtan jsec dx， 
= 扬 ()[a 二 天 人 (rdzr 


= 产 (tan 袜 )sect +2F(tan zz)sec ztan 工 ]dzr 


[27 站 一 ww 一 wm 之 ， 
_dgdudei ER 
dz 站 再 【 5 本 


(ix 0 
dodzr gfaif2xwimntz 
wvwlnzr {2> ln 六 


二 《2x w 和 


| 


_&g(vinz)ywmz- 和 : 
4 和 pn 三 
(3) ds)g(ae)=[F(ae)gtae)+Fa)g ay]da， 
d[FRa)g(a)]=[F(algtae)+Falg te)yjdax 
[FaJgte)+FOE)E(z)] da 
=[(g)gte)+Fze)E (ze 二 
+[Ta)gfa)+2Fag fat+Frayg raida 
(4) dtn g(e)] = 人 人 du， 


了 [mn g(x)] = 有 人 全 人 e+ [Eee | du 


-Etaj galgu)-(g (ua)7，， 
全 m 0 < 


一 一 一 一 全 


有 《aa 
中 [去 s] = (aygfay- Fa)g fa) 


-一 一 一下 


及 《《E] 

户 (ag(i 一 Fa)g (ae)1 
| 可 《人 ] 
= 二 (8g( 二 一 FCu)E (xz) 

号 飞人 


(5) 7 )] = (age) 一 20S (2 
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45 高 阶 寻 数 和 高 了 油分 | 从 


De(e-La)g(agGD-27 (0ECe)gCDT2TCDCE Cu 
呈 《) 


12. 利用 数学 归纳 法 证 明 ; 
r-1 上 全 证 儿 二 
(2 ez re 


证 当 =1 时 ,Cortet)= (时 = 时 (二 | = -二 6 ,会 题 成 立 ， 


二 
假设 as< 时 命题 都 成 立 . 则 当 n = +1 时 ， 
人 了 加 [二 二 人 ] 名 二 | re 十 攻 [了 ] 


一 中 [5 ] [Kerzez 训 ] 


四 _ YE-1 “ 4 
= 和- 伟业 一 各 ] 
守 于 
了 二 人 上 4 一 1 
| 
还 灾 让 工 
《一 13471 2 
二 二 计 
工 


命题 也 成 立 .由 数学 归纳 法 ,可知 本 命题 对 所 有 正 整 束 都 成 立 . 
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第 五 童 ”微分 中 值 定 理 及 其 应 用 


上 | 向 分 中 值 定理 


1 聘 户 (zi 六 (zxzo)<f0, 证 明 是 Fr) 的 要 小 值 点 . 
证 由 P《zo)>0, 可知 当 >0 足 够 小 时 , 若 0<zr=- is 人 ,出 
所 一 0 


rr 2>0, 于 是 瞩 z) 一 天 zo)>0; 同 理 ,由 广 (zoj<0,. 可 知 当 >0 足 
让 
够 小 时 , 若 - < - ro<0, 则 人 一 帮 29)<0, 于 是 也 有 FFzo) 0 


从 而 命题 得 证 ， 


2.(Datboux 定理 ) 设 六 zj) 在 (a ,5) 上 可 导 ,zi,zsE(ab). 如 果 产 (zi)， 
三 (rz)<0, 证 明 在 zi 和 zz 之 间 至 少 存在 一 点 , 使 得 产 (E) =0， 

证 显然 zi 天 cr, 不 入 设 zc< ta. 苦 广 (zh)>0 则 Fr)<c0, 仿 照 习题 
1 可 证 存在 zi< zs<zic<za, 使 得 Flzi)<Fz) rz )<AOz)》 从 而 zzr， 
都 不 是 ALz) 的 最 大 值 点 ,于 是 Ptz) 在 [zz;] 的 最 大 值 点 &E (rry za 并且 
成 立 太 ( 旨 =0. 若 广 (z)<0, 则 广 (zrz)>0, 局 样 可 证 ffz) 在 fx ,zj 的 最 小 
值 点 上 E (zzrz), 并 且 成 立 FE) =10. 


3. 举例 说 明 Lagrange 中 值 定 理 的 任何 一 个 条 件 不 满足 时 ,定理 结论 就 有 可 
能 不 成 立 ， 
解 [-1,1] 上 的 符号 函数 sgnfz) 在 zx=0 丰 连续 ,所 以 Lagrange 中 值 定 


理 的 条 件 不 满足 ,而 刀 六 一世 = 1 ,不 存在 EEC-1.0,P(=1. 

[ - 1,1] 上 的 绝对 值 函数 |x | 连续 ,但 在 zx=0 不 可 微 ,所 以 Lagrange 中 和 值 
定理 的 条 件 不 满 下 .而 妇 区、 也 =0, 但 Yee(-1.D,ez0,F6)= 十 天 
0， 


4. 设 梢 数 Fz) 在 [a,6] 上 连续 ,在 (a ,65) 上 可 微 .利用 辅助 机 数 
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$ 1 福 分 中 值 定 妈 | 确 


工 Fr) 上 
a 上 六 ehi 1 
8 Fa 1 
证 明 Lagrange 中 值 定 理 ,并 说 明 &(z) 的 几何 起义. 
证 显然 wa)=%o)=0, 并 且 满 足 Rolle 定理 条 件 , 由 Rolle 定理 ,在 (a， 
5) 内 存在 一 点 <, 使 得 
1 往 ( 人 6 0 
aa rahy 1 
5 FF) 1 
所 以 Lagrange 中 值 定理 成 立 . 
几何 意义 :以 (zzjjfa, Fa erB5)) 为 巴 点 的 三 着 形 如 果 项 点 逆 
时 针 排 型 , 则 凡 ) 就 是 三 角形 面积 的 两 倍 ,和 否 贴 - wfz) 就 是 三 角形 面积 的 两 
倍 . 


介 ( 元 ) 二 


凡人 8) = = Fe-al)-[PFoI-Fa)=0， 


5. 设 函 数 FLz) 和 8(z) 在 La, 上 连续 ,在 (a,5) 上 可 导 ,证 明 在 (a ,5) 内 
存在 一 点 上 ,使 得 
Fa) 大 ( 
gfe) ES 
大) Fe 扯 ) 
Saj 呈 ( 百 ] (al 中 ( 定 ) 
则 Fa)=FI)=0, 由 Role 定理 ,在 (a ,5 内 存在 一 点 &, 使 得 
Fa) 六 六 ) Fa) 大 (6 
g(a) 58(B) gf(a) gr 


Fa 


E 百 一 
gta) 号] 人 


证 令 天 (Crl)= 【全 一 昌 ) 一 【 一 忆 ) 


下 【) 一 一 (如 一 2) 


6. 设 非 线性 函数 六 xz) 在 [ce,2] 上 连续 ,在 (a,6) 上 可 导 , 则 在 (a,5) 上 至 
少 存在 一 点 ?满足 


Fr >| 2 有 = 


并 说 胃 它 的 几何 意义 ， 
证 由 于 jz) 是 非 线性 恩 数 ,所 以 在 (ea ,58) 内 至 少 存在 一 点 &, 使 得 
[FE 不 在 (aa)) 5，ABD)) 的 连 线 上 . 
假设 (和 ,FE)) 在 (a ,Fa)) (BF(5)) 的 连 线 的 上 方 , 则 
乒 曙 一 拓 a) 大 的 一 Fa)、76) 一 ACE) 
斌 一 避 百 一 玄 和 


利用 Lagrange 中 值 定理 ,存在 & Etfa, 的 ,8 ErE,5) ,使 得 
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@ 第 五 章 ” 徽 分 中 值 定理 及 其 应 用 


7(6)> 区 多 人 ae> 普 ( 生 )， 


所 以 maxi 产 (1 有 > | 在 亿 二 丰 人 2 


当 (, 乒 ) 在 (ae ,六 oa (BF5)) 的 连 线 下 方 时 间 理 可 王 . 
几何 意义 :在 [a ,8] 上 连续 .在 (a,5) 上 可 导 的 非 线 性 函数 ,必定 在 某 点 切 
线 斜 率 的 钨 对 值 大 于 [a , 间 割 线 斜 率 的 绝对 值 . 


了 ， 求 极限 lim [aean 和 -aretanz 1] ,其 中 ea 天 0 为 常数 . 


BetaTn 人 一 Peta 坟 5 1 
解 ”由 Lagrange 中 值 定理 ， = 三 训 ,其 中 位 于 


全 
天 十 工 


,本 让 于 1 ,所 以 


如 
[seam 一 一 ITCtat | 


lim nlaretan 双 一 arctan 一 1 = lim * 
疾 一 品 柱 朴 十 1 nm 一 双阳 十 1 


8. 用 Lagrange 公式 证 明 不 等 式 ， 
《1 snxz=-snyl 委 zyhb 
《2) (一 人 的 和 -多 < (Try) (az>lz>y>0) 


(3) 2 了 <<in 之 < 
人 
{47 时 冯 1+ 开 【《 工 关 有) . 
证 《1 lsin 字 -sinyj=|leose'(rz-y)< 委 |z-y| ,其 中 二 介 于 zy 之 


(人 站) 其 中 二 >E>9>0 册 如 > 癌 > 


2 (73 人)< 闪 -Ka (za>1z>y>0). 


3》 了 = ln =-tn 十 6>6#>a>0. 由 于 三 < 到 


1 
和 < 二 所 
以 


< 起 立 < 之 -4， 
” 本 如 
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5 1 执 分 中 值 定理 | 多 


41 全 一 让 = 人 一 以 = 人 0) 人 > 人 


9. 设 Fz) 在 foe,5] 上 定义 , 且 对 任何 实数 zx; 和 zz ,满足 
| Fi) 所 2 委 (zi 一 六， 


证 明 六 zx) 在 [a ,5 上 和 便 为 常数 
证 首先 由 | Fr)- 站 za 让 委 (zi -二 , 可 知 F(z) 在 [ea 5] 上 连续 .对 


所 了 一 拓 宫 3 


证 [| “ 定 ? 


任意 固定 的 和 《ec， 5 ， 


=0, 再 由 .的 任意 性 ,得 到 六 (在 (w 要 上 伍 等 于 0 所 以 帮 z) 在 La,5] 上 便 
为 常数 ， 


1ima | 一 到 ;| = 站, 故 (ro 
| 下 忆 


10. 证 明 恒 等 式 


(1) arcsin 于 十 arccos z 二 本 ,zE[0]i 
3 1 1I 
【2) 3arcoos 了 一 areeosf 了 一 生字 )=r,zE| -二 汪 上， 


【3 2arctan 是 二 oo， 


工 二 工 
证 【1 令 所 xz)=arcsin z+arccos , 则 
太 ( 轴 = -二 -一 一 一 0,YzE(0,1)， 
寺 : 一 


由 于 FLz) 在 [0,1] 上 连续 ,所 以 F(z) 王 近 0) = 二 
@) 令 A(z) = 3arecos zarecos(3z -47 ) ,注意 到 1- 4z > 0， 
Yze| - 豆 , 五 外 所 久 


3 3 一 122z? 1 1 
《 ) = 一 -一 二 -一 + 一 一 二 一 一 一 兰 0， 二 人 亚 
兴 Ti VE 人 3 一 | 2 5 
由 于 妃 z) 在 | - 记 ， 到 | 上 连续 ， 所 以 F(z)== FL0)=3. 至 - 习 =x， 


(3) 令 F(z)= 2arctan 字 二 aresitn [和 -= ,注意 到 写 >0,>1 ,所 以 


了 1 2f1 + 一 4 人 


CE 


由 于 F(z) 在 [1,foo) 上 连续 ,所 以 A 扩 z) 三 7 生 可 = 并 


= 个, 玉 工 六 工 ， 
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多 | 第 五 章 ” 稚 分 中 作 定 理 及 其 应 用 


11, 设 谓 数 产 z) 在 [a ,5] 上 连续 ,在 (ab 上 可 导 . 证 明 : 若 (a ,5) 中 除 至 
多 有 限 个 点 有 大 (z)=0 之 外 ,都 有 万 (rz)>0, 则 六 zz) 在 [e,#] 上 严格 单调 增 
加 ;同时 举例 说 明 , 其 道 命题 不 成 立 ， 

证 设 e=zn 所 富 袜 六 后 1 拉 二 证 ,其 中 Yivyz 7 1 是 产 (z) 全 
部 的 零点 . 则 六 z) 在 [zi ,rri] (=0,1,…,a -1) 上 严格 单调 增加 .从 而 Fz) 


在 La,5] 上 严格 单调 增加 ， 
梅 造 函 数 
站 ， 二 二 自 ， 
扰 之 】 全 +2 cos 人 (去 一 天 j=* <z< 工 aa = 十 


由 于 用 广 }=2 "=A( 语 +1j ,7(z) 在 [0,1] 瞎 续 . 因 为 当 -二 T< =< 荆 时， 
一 (am+3 
8)= 人 sn 人 ( 荆 - jz>0, 所 以 P(z) 在 [0.1] 上 严格 单调 增加 .但 


三 [于 )=0, 所 以 普 (z) 在 (0,10) 上 有 无 限 多 个 零点 


12. 证 明 不 等 式 ; 


(0 z<sn z<zzcfo 到 ) (2) 3- 了 <2V 二 ,z>1i 


了 
(3) z -本 <n(1+z)<zz>0i 


【4》 tan + 2sin =>3z,zrE 0, 至 


Fi 妥 m+ (1- zs1zE[0,I],p>1 


(6) tan、- 工 zE|0, 玛 )， 


(5) 


宙 Sigfl 了 


证 ( 令 Fz)= 呈 二 ,zeE{0 ,到 ), 由 于 


广 (了 ) = 工 Cos 空 一 Sin 工 _ Cos 了 ( 之 一 tan 工 ) 
人 
下 


坪 0， 


屏 
号 ] 有 -二 证 5 
可 知 7(z) 在 [0, 于 ] 上 严格 单调 碱 少 ,所 以 2 = 一 人 < 各 工 <lim sinz -1, 从 
于 工 村 工 -于 帅 和 
则 
而 得 到 
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51 共 分 中 值 呈 理 | 硬 
二 z<sin 这 所 证， 元 和 "下 
( 令 F(z)=2VE- (3 去 ] 另 二 


Se >0， 工 2]. 


人 
所 以 六 zz) 在 [1, + oo) 上 严格 单调 增加 , 故 六 了 ) > 人 ,从 而 


3 -二 <2VE,z>l， 
(3) ea 
六 (rr) = -1+z= 主 一 >0， 汪 站， 
所 以 人 Frf0)=0 知 FCzy>0yr>0, 从 而 
(1+z)>|z- ,) 之 > 
令 gOzrzy=zx 一 n+>z) 则 
1 


8 《7) 本 和 


所 以 gtz) 在 (0,+ co) 上 严格 单调 增加 ,由 80)=0 知 glUz)>0z>nD, 从 而 
定 nflL+Th zz0. 


T 全 一 信 0, 工 六 候 ， 


(4) 令 Fz)=tanz+2sin 一 3z, 则 yzE | 0 | 


大 (7r)=sec zz+2cos 工 33 0 Toos 工 一 3=0， 
等 号 仅 在 =0 成立 ,所 以 所 zz) 严格 单调 增加 ,从 而 F(z)> Fo0y=0, 即 


tal 工 十 2Ssin 7>3 [9 到 


( 令 Fz)=mt+0-z) 则 zz)=p[z 0-z)] 在 (0, 半 j 上 
取 负 值 ,在 [ 访 ,1j 上 取 正 值 , 即 F(z) 在 [ 0, 二 ] 上 严格 单调 减少 ,在 [二 ,1 上 严 
格 单调 增加 ,所 以 F(z) 在 x= 子 取 到 最 小 值 j7. 又 7O) = FD = 1 所 以 7(z) 在 
zxz=0,1 取 到 最 大 值 上 ,因而 成 立 


TSz+ (zs1zEf0,11 


(6) 令 所 了 )=sin tan 工 一 了 ， 交 全 (3 
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全 第 班 章 和 基 分 中 全 定理 及 其 皮 用 


广 (之 ] = sn 了 +sin zsec 工 一 27， 
了 2sinz_， 


【区 = 05 了 十 一 ~ 一 十 一 一 
了 人 疝 DSS 


人 2 /cos 了 ， -- ~2=0. 
由 广 (0) =0, 可 知 广 (z)>0. 再 由 FA0)=0, 得 到 扩 z)>0, 从 而 


0 zE(0 了 | 
定 Sin 工 2 


3. 证 明 : 在 40;1) 上 成 立 
(1 (1+zDeCT+TZTS223 
人 
nz PtI+zhy 六 “~ 
证 《1) 令 Pr)=zr-(L+zlntl+z) 出 
ee jn2ft+z)y 一 2ntl+z)， 


二 ) 2 2-Infl+z)) 
FP(z)=2-2 下 蔬 FE 
让 广 t0) =0, 可 知 人 上 0=0, 得 到 Fr)>D, 邯 

en 衬 后 【0.1) 
1 十 

人 2) 令 rz)=RrT- 二 = 下 生 由 (1)， 
4 {E 十 工 一 定 

广 ( 文 ) = TI OrG(0,1)， 


本 


即 的 z) 在 (0,1) 上 严格 单调 减少 , 令 F(z)=z-lni+z),Gtz)=z ,它们 在 
[0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 上 末 导 ,及 G(z)=2z>0, 利 用 Cauchy 中 值 定理 ,存在 


sEt0,z) ,使 得 
1 
F(z)-Ff0) _z-lntltz) 1 1 
Crz) 一 全 人 间 交 228 27， 


上 让 于 当 x* 一 0 + 时 有 后 >0 + ,于 是 
-ln(1+z) 一 ]ht1l+ 交 ) 


1 
7(00 + ) = in hm | 人 = 本 ， 
再 由 AD) = 三 5- 工 , 得 到 


1 1 1 1i 
5 TITT3T 人 三 (0 


14. 对 于 每 个 正 整数 。(#* 闻 2 .证 明 方 往 
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;1 玫 分 中 信 定 时 | 生 


和 二 
在 (0.1) 内 必 有 惟一 的 实 根 =, ,并 求 极限 In r,， 
证 设 广 z)= 习 +z + 十 z 一 1 , 财 当 天 E(0,1) 时 ， 
【= WE 二 (一 1) 十 2 二 0， 

所 以 乒 (z)] 在 (0.1) 上 严格 单调 增加 , 且 当 = 之 2 时 , 户 (0)= 一 1)=#-1 
>0, 所 以 六 {z) 在 (0,1) 内 必 有 惟一 的 实 根 z, .显然 | z,j 单 调 减 少 有 下 界 , 所 以 
必定 收 策 . 设 jz =a, 则 0Se<1, 且 当 2 关 2 时 ,0< rr 安 2 和 1 所 以 lim mm 
=0. 于 是 有 


三 1 -- P 
和 了 应 


工 一 下。 于 一 ” 


解 得 = 本 ,好 
1 _ | 
1DE 一 可 


站 一 DO 


了 5 设 函 数 Az) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 上 可 导 , 且 F0)= Fl1)=0， 
几 云 |}= 工 证 明 
(1》 存在 SG | 序 汪 ,使 得 F6)= 


(2) 对 于 任意 实数 1 , 必 存 在 yE (0,) ,使 得 
及 一 AL 六 人 一 有 =1， 
证 (1) 令 F(z)=Fz)-z 则 FFOz) 在 [0,1] 上 连续 , 旦 有 


1 1 人 
F|[ 亏 j= 玛 >0,F(D= 1<0。 


所 以 存在 fE [ 去,1] ,使 得 FPC) =0, 即 PC = 


(2) 令 Grz)=e slFz)-z], 则 CGt0)=G08y=0, 应 用 Rolle 定理 , 必 存 
在 ?7E (0,8#) ,使 得 
Ce2FD-H-ae [FaD)- 人 =0， 
于 是 成 立 
有 一 让 FF 人 一 让 =] 


16. 设 函 数 扎 z) 和 #(z) 在 [fa,6] 上 连续 ,在 (ea ,6) 上 可 导 , 且 中 (z) 尖 0 
(zeE(a,5i) .分别 利用 辅助 数 


矶 动 二 和 国 二 后 邦交 二 入 2 [ez) 总 丙 介 
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全 | 第 互 章 ” 稚 分 中 全 定理 及 其 应 用 


和 
gftzhy rz 1 
ga Fai 1|， 
gp) 天 b) 1 
证 明 Cauchy 中 值 定 理 ,并 说 明 wo(z) 和 汪 (z) 的 几何 意 闵 . 

证 由 于 9%tal)=9)=10, 应 用 Rolle 定理 , 必 存 在 上 E(a,5), 使 得 


(=F(- 妈 8 一 6a) efE)=0， 


吾 《 下 一 站 (Ca 
于 是 Cauchy 中 值 定理 成 立 . 
9() 的 几何 意义 :大 数 方程 | "_“ “所 表 示 的 曲线 上 点 的 纵 从 标 与 联 和 


点 (g(a)，Aa)) 和 点 (g() ,Fo)) 的 直线 艇 上 点 的 纵 坐 标 之 差 . 

由 于 8a)= WE)=0, 应 用 Relie 定理, 必 存 在 &Efa,5) ,使 得 
SF(E) 10 
gtea) al 1 
&( 有 天下 
于 是 Cauchy 中 值 定 理 成 立 , 

汪 ) 的 几何 意义 ;其 绝对 值 等 于 由 (8g(z)，F(z)) ge) Fe)) gt)， 
5 为 顶 氮 的 三 角形 面积 的 两 倍 , 如 果 三 顶点 蒂 照 逆 时 针 方 向 排 烈 , 则 中奖 】 
的 符号 为 正 ,否则 为 负 ， 


由 工人 


分 {) 二 = (Le) 一 扰 0 站 天 ()[E(c) 一 E(8)]=0， 


17 . 设 a,5>0,Fz) 在 [la,5] 上 连续 ,在 (a ,5) 上 可 导 , 证 明 存 在 Ec(a， 
#) ,使 得 
28[ACD) 一 大 ce 四 =( 一 0) 疡 (全 )， 
证 令 gIz)=z 对 7z)g(z) 应 用 Caachy 中 值 定理 ,可 知 必 存在 
<E ia) 使 得 
FAe) 大 (e) 
四 
从 而 
26[F(CD -ae)j= (号 一 e2)F(E)， 


18. 设 ae,p>0, 证 明 存 在 EE(a,) ,使 得 
ae 一 be 一 (1 一 二 )esfe 一 瑟 ). 
证 对 于 /xz)= 纪 ,8(z)= 寺 应 用 Cauchy 中 依 定 理 ,可 知 必 存 在 4E (ae ， 
) ,使 得 
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81 窜 分 中 值 定 则 | 侈 


@f ee (二 1) 

本 人 所 三 本) 
| _ 
面 如 闽 


整理 后 即 得 到 
ae 一世 e = 人 (人 一 Eee fa 一 号 ) 


19. 设 Fz) 在 [ae ,8 上 连续 1(ap >0) ,在 (as) 上 可 导 , 证 明 存 在 E(a， 


5 ,使 得 
站 盏 


Fa) 7 

证 对 太 富 与 荆 应 用 Cauchy 中 值 定理 ,可 知 必 定 存在 EE fa , ,使 得 
AD Fa) F(68- 6) 
攻 志 3 _ 
人 


= 
玫 一 姓 


= FE 


| 本 
本 全 
于 是 成 立 
2 的 好 人 = 普 (8- 大 全 | 
由 行列 式 定义 知 命题 成 立 . 


20, 设 Ar) 在 [i,+ ee) 上 连续 ,在 (1,.+ ooc) 上 可 导 , 蕊 知 函 数 e 六 (z) 在 
《1,+cs) 上 有 界 ,证 明 函 数 e ffz) 在 (1,+ee) 上 也 有 界 ， 

证 首先 e“Az) 在 [1,2] 上 连续 ,所 以 有 界 . 当 >2 时 ,由 Cauchy 中 什 定 
理 ， 


也 是 有 界 的 ,所 以 e <Fz) 在 (1,+oco?》 上 有 界 . 


321. 设 刻 (z) 在 (0,“] 上 连续 , 且 存 在 有 限 极 限 iim wz 产 (z) ,证明 A(z) 在 
《0,aj 上 一 致 连续 ， 


证 由 于 
肌 JS 
攻 E 2 他 【5 
2 


所 以 只 要 证 明 zxF(z) 在 (0,aj 上 有 界 就 可 以 了 .显然 “地 广 (zx 在 (0,a] 连 续 
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国 | 第 五 章 ” 逢 分 中 值 定理 及 其 应 用 


且 极 限 jinVEF(z) 存 在 而 且 有 限 ,所 以 V 元 F(z) 在 (0,a] 上 有 界 ， 


22. 设 FLz) 在 =0 的 某 邻 域内 有 mn 阶 导 数 , 且 f(0) = 六 (0) = …= 
Fn(0)=0, 用 Cauchy 中 值 定理 证 明 
(0<6<1). 
证 反复 使 用 Cauchy 中 倩 定 理 ， 
IE = 丸 2) 一 AF(O0) 二 (6 ) _FS)-FtO) 了 (5) 


区 
人 
和 玉 | 总 六 【《E1 一 人 
和 ) 


所 以 存在 BE (0:1) ,使 得 扣 = 拒 ,命题 成 立 . 


23. 证 明 不 等 式 ， 

是 于 : 十 
1) > 
证 1 设 Azl= 关 , 则 当 关 >1 时 ， 


产 () = 认 
产 ()] = 下 (一 2 0 本 0， 


所 以 /zz) 在 (0,+ o) 上 严格 下 吓 , 因 而 
工艺 >{ 之) ,zy>0 
(2) 设 Fz)=e , 则 
六 (= 天 (一 二 并 E(- oo +ooy， 
所 以 Az) 在 (- se ,+e)》 上 严格 下 凸 ,因而 
> 各 > 天 y， 


2 0 (2) 二 > 全 关 y， 


24. (Jensen 不 等 式 ) 设 Fz) 为 [ea,8] 上 的 连续 下 凸 函数 ,证 明 对 于 任意 
所 [ea , 占 ] 和 放 站 人 一 2) 届 三 1 ,成 站 


0 )j< 2 xn) 
证 应 用 数学 归纳 法 ， 当 2 时 ， 由 下 西 画 数 定义 知 Jensen 不 短 式 成 立 
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4I 后 分 中 值 定 对 | 克 


现 假设 当 上 = 2 -1 时 Jensen 在 等 起 成 立 , 刚 当 上 = 天时 ， 


司 一 1 
相 丰 一 了 > hi， 
几 2 hm j=r ( 它 1 全 十 入 谤 
iT 站 
| 向 工 | 
委 [ 忆 jrj | +auA(ro) 
i1 二 


ti 一 1 
严 一 下 中 一 下 


CC 
之 1 


1=1 二 ] 


1 
= 之，h7(2i)， 
+=| 
所 以 ]ensen 不 等 式 对 一 切 正 整数 ” 成立， 


25. 利用 上 题 结 论证 明 : 对 于 正 数 ec ,5,c 成 立 
《 站 ) 于 生 oogie 
证 设 Fz)=zpmnyz, 刚 
F 产 fr)=1T+ 训 并， 


Fr)= 二 >0,Yzy>0， 
所 以 扰 z) 在 位 ,+ ce) 上 严格 下 凸 , 因 而 


十 所 十 十 五 十 十 十 
， cn can 4 < 站 


召 十 


利用 平均 值 不 等 式 光 a5c< 2 和 < ,Ya,bic>0, 得 到 


cn < 40 < 
则 
(ae 十 五 二 ce)lmx ac = ln(ab) 一 <oln 如 十 而 D 直 十 ee](eeaacc )， 
命题 得 证 . 


26. 设 /z) 在 (ae ,+ oo) 上 可 导 ,并 且 lim 广 (z)=0, 证 明 lim 刀 2 -0， 


下 


证 由 lim (z)=0, 可 知 Ye>0, 习 X >0,Yz>X ,成立 | 产 (z)1< 


更 多 教材 下 载 : htt p: //xuexi . hagongda. com cn 更 多 考研 资料 下 载 : http: // kaoyan. hagongda. comcn 


国 | 第 亚 章 说 分 让 位 定理 及 其 应用 


本. 取 定 局 >X ,期 3X> anyYz> 丰 ,成 立 | 瑟 2 
定理 , 则 有 


所 可 ,应 用 Lagrange 中 值 


必 加 区 成 zz 2 
证 村 


工 、 工 0 让 


一 


下 一 20 


+ | FF(S)|， 


是 一 站 


| 十 
于 


证 


衬 一 了 0 


所 二 十 


二 


二 人 
芋 


所 以 im 共 =0 成 立 . 


27. 设 几 z) 在 [a ,的 上 连续 ,在 (a,) 上 二 阶 可 导 ,证 明 存 在 ?7E (ae ,5) ,成 
羡 


Fo)+ 7(a) -28(232j= [2 二 ) 9) 


证 设 gs(z)=7z)- 放 = 本 |. 由 于 


sg 人 (了 = 放 2 人) 一 Ke)g( 的 = AD 天 和 人 | 


在 区 间 | 了”, 放 | 上 对 &(z) 应 用 Lagrange 中 信 定 理 , 即 得 到 


Arro-aj-eo- 区 -ee 人 


=|79-7e- 所 和 (二 


-22 
大 汉 工 - Hospital 活 财 
1. 对 于 
F() 


CE + ee 或 ~ oo 
的 情况 证 明 直 'Hospital 法 则 . 


> 7Z) 下 (了 
证 设 jm 癌 t+, 则 YG>0,38>0YzE(aa+8) (> 
写本 |. 
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2 王 "Hospital 法 峙 乙 


首先 考虑 lim 态 z) = lim &(z) =0 的 情况 ,补充 定 尽 Fay=gfal)=0, 则 
Fz)ygfz) 在 [ea+gB] 上 连续 ,满足 Cauchy 中 值 定理 条 件 . 当 rzEfa,e+8) 时 


zz) Faz)-ray 大 (E) 
旺 (T) 区 ( 之 ) 一 有 fa 人 这 过 二 总， 


所 以 
1 
一 a+ 此 必定 
再 考虑 im gz)= ee 的 情况 ， 任 取 zeoE(a,a+g), 再 取 0<6<z 一 a， 


区 


& 


使 得 当 Efa,a+t 人 时 ,max As。 | | < 二 ,于 是 由 
7zs= [1- g(za 和 。 + 


好 [ 工 ) 中 《证 ] EEC 
-Ts | 
吕 ( 8 (ES ECz)》， 
可 得 当 z6Efaa+Bl) 时 
1  _ 肆 
| | 本 (GT+DI) 一 束 = 可 ， 
所 以 
lim 雁 王 = + on. 
lim 无 42 = -oo 的 情况 即 为 im 二 攻 (Cz) - + oo ,所 以 Hosgital 法 则 也 
e+ 区 《出 rat 区 《十 1 和 人 
成 立 ， 
0 8ln 了 区 
( im 区 sn (2) 江 回 豆 
infsin z) 汪 
【3 芋 0 {4) lim -~ 二 二 0 
lnftan 7z) ， tan 3 
全 ) -04+ 和 (tan ri (0) tan 荆 
1 
InI1+ 一 
(7) lim 2 (8) lim UL+ 荆 》 
z+om areect 工 rr0 SEC 一 Cos 于 
. 1 1 ] 
昌 , 冯 ( 呈 1 全 | 
.这 一 。 三 tD 了 一 列 王 下 
和 | 
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@ 国 | 第 王 章 ” 策 分 中 值 定理 及 其 应 用 
2 生 
【13) imzreot 2 1; 【14) Limz Et 
【1 lim(r 一 之 )tan 郴 # 167 lim [人 arctan z] ; 
| 呈 1 : 
(17) lim (】 (18) fm[ 二 


(19) im [过 人 
2 人 1 业 革 


(2) 痢 simn3t -lim 3eos 3z - 二 3 
2 tan Sr xm SEC 与 天 和 


(3) limJntsin ) - lim -去 
本 -2 3 人 


; 关怀 

ii 四 _， 了 弄 到 一 ] 
交 公 有 了 # 

! (4) lim 一 -一 -= 一 lm = 一 aa 

二 有 一 一 口 本 .下 工 一 上 王 隋 


一 上 抑 一 下 


(5) lim jnftan 7z) - lim coL zsec 7 = jin Tsin 2zco5 2 
orInftan 2z)》 rt+tot 2rsec2yr 2 0r28in7 了 CoS 了 


i -lim sm4z -im 28cos 47 - 
， <e0 Sin ]4 二 28cos 二 4 全 


S 
tan 3r sin3z ros 之 .一 Sin 1 
6) 时 二 mm 一 一 一 一 一 一 一 -一 in 一 一 一 一 一 一 一 ， 
rtanr zsnzr cos3r ， xz 一 ysn3r 3 
一 玉 站 sm 可 Eee 


nfl+ 过 | 
(7) lim -一 一 lim 名 二 
x+o afceot 邯 攻 1 


1 + 了 


= Jim (一 圭一 | = jitm 1 十 工 =] 
由 二 二 加 天 十 二 让 2 “ 


Inti+ 妆 ) [和 
【8) Him 一 一 -二 -= 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
zef SC 一 CO8 王 xmSER tan 十 S 和 症 
三 玫 生 es 2 cos =1.2. 工 -1 
z+0gn 天 于 十 沁 下 二 匀 
本 
(9 加 [= 加 天 2-lm 一 一 
zlnzr 一 1 of 一 Tim rin 二 了 一 
宇 
1 了 一 荆 
一 1m 


zl 之 和 由 工 十 工 一 1 证 邢 - 
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8 3 工 'Hospital 法 则 电 


. | 瑟 王 一 Si TY 之 
| 
1 一 08 半 Si 
= 四 | 7 = 下 0 
(11) im 主 -im 工 = 1 
王 
< 
1 交 一 忆 n 工 CDO8 于 1 taina 交 
"iTITL 


企 tatn 交 一 SI 一 
二 二 
王 工 -开心 民 


洁 | ta 


{12) lim 
工 -一笑 和 出 
-ceosz+asner ， tan 宇 
= 1im "Tim 
上 中 上 3 工 一 昨 时 辐 
im 2sin 工 .1- 之 
工 -到 个 有 二 3 
加 一 
【13) limzreot 2 二 im 可 “imeos 2zZ 二 lim JS 7 1 
学 由 
《14) | 汪 im 和 = lim ”= +oo， 
工 一 由 + 吕 晶 十 加 
有 -上 .1=2. 
开 一 全 加 2 工 - 伴 守 工 还 -二 辆 之 开 一 全 罚 _ 工 二 上 
cos 万 了 sin 也 
In 二 arctan =] 
【1673 lim ia| 全 aretan = lim 1 
交 
1  ， 1I 
aretan 工 1+xT 2 一 交 
= lim 一 -一 -二 一 二 lim 一 -一 三 一 
让- 直 c 丈 江 r+o1 定 
所 纳 
攻 ) = 三 
jim 于 arCtan 和 | = 已 下. 
[ 
二 全 本 本 sinzz 
人 
所 以 


e 一 上 


1 
(ai) 靖 (二 | 二 二 生生 
= 兴 十 于 2 


和 了 十 业已 


更 多 教材 下 载 : htt p: //xuexi . hagongda. com cn 更 多 考研 资料 下 载 : htt p: // kaoyan. hagongda. comcn 


全 | 第 五 前 税 分 中 值 定理 及 其 应 用 


了 


《19) im jn mn 二 | -Im Dinz in 了 一 了 ) 
工 一 个 十 下 工 一 必 二 SC - 读 Ja0tf 一 esc 过 JUeot 二 了 


1 
= 工 ee 和 
Lim -em 空 = lim En Lim 一气 一 -0| 
0 In 之 
所 怕 
tm 人 和 
工 一 由 十 
工 
(20) lim In(zrs)= lim 本 
了 一 1 一 
所 以 
limrrs=e 1 
3. 说 明 不 能 用 直 'Hespital 法 则 求 下 列 极 限 ， 
让 二 
(1) lim -一 二; 四 省 
re Sin 二 5 十 一 Si 十” 


本 让 本 交 主 ee 
【4 iita 
lnfl +asin 可 工 ) 站 


(3y lim 【2 十 1)sin 工 


ri 


白 1 汉 了 [ 
证 Sinh 一 TS5it 一 一 cos 一 
写 


解 (1) 因为 当 xz->0 时 ， 工 极 限 不 存在 ,所 
sin 之 | 
1 
卫 im 一 
以 Jim 一 不 能 用 1 Hospital 法 则 求 极限 . 
zsin 一 1 
事实 上 ,lim -加 (这 二 四 | zsn 十 ]}= 40=0, 极 限 存在 


C2) 因为 当 z 一 + om 时 ,TS 2 = 半 eosx 极 限 不 存在 ,所 以 


不 能 用 "Hospital 法 则 求 极限 


， 束 二 Sn 工 
im 一 -一 
上 上 十 虽 证 一 和 IT 


更 多 教材 下 载 : htt p: //Xxuexi . hagongda. com cn 更 多 考研 资料 下 载 : htt p: // kaoyan. hagongda. com cn 


2 工 ?Hospitar 法 财 [> 


SITL 证 


二 十 


事实 上 ,lim 芋 寺 am 工 = lim =, 极 归 存 在 . 


+ 证 一 训 和 过 工 十 上 四 
1 一 
工 


(9) 和 型 或 二 型 的 待定 型 ,所 以 不 能 用 L" Hospital 


”ln(1+sin 椰 ) 
法 则 求 极 艰 . 事 实 上 ， fm (二 1)sin 之 liam(z 二 sin 节 


”lnfi+sn<x) limni+sn 工 7) 
训 : | 之 


_2sin 1 
ln 


sin 了 二 人 
之 


(4 1) fm 一 和 一 -不 是 型 或 二 -型 的 待定 型 ， 所 以 不 能 用 直 "Hospital 法 


sin 了 x +ez jlimnfsin 林苑 十 Ez) 


和 
2 证 ]ima [| 


下 


4. 设 


请 1) 
本 ,交口 ， 
D， 之 二 作 ， 


其 中 gf0)=0,g 0)=0,g 0)=10. 求 广 (0)， 
本 上 到 mn 下 字 ) 1 哩 《 工 ) 分工 ) 
解 三 (0 一 lim litm 站 


1 本 工 一 癸 


5. 讨论 范 数 


有 


E 工 ， 工 福 0 
在 z=0 处 的 连续 性 . 
解 显然 函数 几 z) 在 zx=0 处 左 连续 .下 面 考虑 六 z) 在 上 =0 处 的 右 连续 
性 . 当 二 >0 时 ， 


jn 帮 开 ) = 
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狼 | 半 王 章 ” 蕉 分 中 信 定 理 及 其 应 用 


于 是 


limln FA(z)= lmn 了 和 
工 一 属 十 二 中略 十 -二 


有 
岂 吕 工 加 0 本 

由 对 数 函 数 的 连续 性 ， im 所 ee 宇 = 六 0)， 即 Frz) 在 二 =0 处 右 连续 ， 

Fr 在 工 =0 处 连续 . 


56. 设 菌 数 FAz) 请 足 FL0) =0, 且 广 (0) 存 在 , 证 明 Im ze 二 业 : 
证 lim ln xxo = lim[Fz)lnzxr]=limn [下 于 (zh z) | 
了 一 企 十 补 下 由 十 卫士 种 十 工 一 小 


= 六 40):0=0， 
所 以 


lim 子 下 全 部 二 站 


了 一 = 必 


7. 设 函 数 F(z) 在 (ea, + c) 上 可 导 ,上 且 iim [Ar(z)+ PCz)] = 久 证 明 
lim 所 节 ) 一 下 
证 im 天 工 ) = Tim， 2 lim SALz)Aey(Z1) 
已“ 


二 -下 卡 示 


| Tayior 公式 和 反共 多 项 工 


1. 由 Lagrange 中 值 定理 知 


In(1+z)= 和 BTE0< 经 ) 必 1， 
证 明 :Jimab(z)= 末 


证 由 8(z)= 三 于 天 二- 二, 取 极限 即 得 到 


2 
人 
= 沿 王 - 和 二 2 ， "ia 一 
让 xmf 十 芝 】 
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8$3 Taylor 公式 和 揪 值 雪 项 式 载 


= (lim ] 癌 玫 和 罗 
wz0 了 LT 十 立 ] 2 


本 设 F(z+ 咎 =F(z)+ 产 (z) 丰 + 击 庆 (本寺 入 二 大 (十 有) 可 


T 
天 十 二 


(0< 0<1), 且 广 ” (z) 夫 0, 证 明 :limg= 
证 7(z+ 肌 = Fr)+ 产 (z) 下 上 六 产 (天 十 和 二 -本 天 9 二 及) 知 


= cz)+ 瑚 (z 乱 + 而 瑚 () 且 二 入 二 Fo(z) 各 


十 TH] 有， 
隆 是 


虽 站 
和 
1 


-日 ，FCa+HT 呈 + 
lmne 关 【之 ) TI 《开放 


1 
放 十 二 


再 由 F 疡 "0(z) 天 0 两边 消去 请” (z)》, 即 得 到 limb= 


3. 设 Frz)=wz, 取 结 点 为 =1,1.728,2.744, 求 fF(z) 的 二 次 播 值 多 项 
式 加 (z) 及 其 余 项 的 表达 式 , 并 计算 记 (2) 人 2=1.259 921 0.…). 
解 Flt)=1,At.728)=1.2, 帮 2.744)=1.4, 由 Lagrange 插值 公式 
所 Je 记 ( 区 ) 


-1:(z71.728)(z-2.744) | 》， (zz 一 1D(z-2.744) 
(8 744) (73872527447 


1 4 (zz 二 1)(z-1.728) 
(2.744-1)(2.744 一 .78) 
sz0.787 6{ 工 -1.728)(7 一 2.744) -1.622 4( 六 -Hz 一 2.744) 
+0.790 1(z 一 TN1.728) 
二 .044 Tri+r0.3965Sz+0.648 1 
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全 第 王 章 裤 分 中 们 定理 及 其 应 用 
人 昌 尖 < 下 -lzr-1.728)( 工 -2.744) 
了 《z) = 有 于 , 余 项 rz)= 一 一 (17 一 | 上， 工 一 2. 
8185 


六 (2)ss1.262 五 ， 


4. 设 F(c)=2", 取 结 点 为 = 一 1,0,1, 求 六 z) 的 二 次 插 信 多 项 式 加 (7) 
及 其 余 项 的 表达 式 , 并 计算 pa: | .请 与 上 古 的 计算 结果 相 尼 较 并 分 析 产 生 半 


蜡 的 原因 , 
解 A-1)=0.5,870)=1,FLU)=2, 由 Lagrange 揪 值 公开 
jrjsepa() 
号 让 训 【 交 一 人 (一 下 4 1 二 1 一 1 2 十 1 一 0 
T-T=0-I-1 (fi0-I (+TDT-O) 
= 站 .25rfr-1y-f 人 zlz+Ly+f(r+1liz 
= 人 .25“ 十 各 .7 十 1. 


Fr)=inm22) 余 项 mr (zl) -也 22c(z+ 1)zfzr 一)， 


1 
各 [ 计 j=1.2778 


与 上 题 相 比 ,本 题 误差 较 大 的 原因 是 2 不 在 所 了 的 三 点 = - 1;0,1 之 间 ， 
而 上 题 2 在 所 取 的 三 点 zx=1,1.728,2.744 之 间 ,因而 误差 较 小 . 


5. 设 AZz) 在 者 于 个 测量 点 处 的 田 数 值 如 下 : 


Fr) 


试 求 A(2.8) 的 近似 值 . 
解 由 Lagrange 播 值 会 式 
拓 J2t 有 afz] 
三 二 【 一 1.73) (一 2.3)7( 芝 一 3 1) 
(1 .4 一 1.7)71.4 一 2.31 人 1.4 一 3.1 
{ 工 一 下 .47 一 2.317 一 全) 
1.7 一 1.4)(1.7 一 2.3) 信 1.7 一 3.1 
人 11405177 一 3.1) 
4 


十 55， 
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53 Tarlor 公 式 和 播 全 多 项 式 | 大 


-1.47( 之 一 1.71z 一 2.3) 
+ 30 人 于 卫生 T=-T 03T 二 .3 


-5.602z -30.2522 +29.944z+67.000， 


所 以 
F2.8)y2zpikt2.8)s36.6047. 


6. 若 六 是 小 量 , 问 如 何 选取 常数 sc,5,c ,才能 使 得 ae 六 了 + 下] +aFCzJT+cF 
(z 一 上 ) 本 产 (z) 关 近似 的 阶 最 高 ? 
解 afz+i)+ 下 F(z)T+eF(T 一 扣 ) 


=a| FLz)+7(zJa+ 末 F(z) 有 | + 87(z) 
+ Fa 一 产 (1+ 到 Fa) 有 |+o( 司 ) 


三 《和 十 直 二 ce 拓 环 ] 二 (一 ) 产 () 丰 + 末 (&+ 大 (z) 电 二 ofRR2) ， 


人 十 了 十 基 三 站， 
payaa| -ea 解 之 得 到 =c=1 吉 = 一 2 


妃 十 C 二 了 2， 


7. 将 搬 值 条 件 取 为 +1 个 结 点 上 的 栖 数 值 和 一 阶 导数 值 , 即 疡 (z) 满 足 
， 
六 太 i) 
的 插值 多 项 式 称 为 Hermite 擂 值 多 项 式 ,在 微分 方程 数值 求解 等 研究 领域 中 具 
有 重要 作用 , 它 可 以 取 为 
六 (3 谍 语 册 ( 下 天 人 全 (2 


这 里 ,{gi(z),gib(z)i 是 满足 条 和 件 
g 各 (xz)= 人 Ti] )》=0， 玫 =0,1 2 


了 二 0, 工 ,2 


科 
qz)=0,[g] rz) 人 = 修 ,1 2， 
的 基 函 数 . 试 仿照 Lagrange 播 值 才 项 式 的 情况 构造 1gi9(z)gi (rz) im， 
解 显然 当 ; 关 上 时 ， 
gz)= [gz =09 人 (za=1[e (za=， 


设 o(z)= | 苛 ( 三 三) | Dee-a)]， 


袜 


产业 
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全 | 第 王 章 ” 设 分 中 全 定理 及 其 应 有 


由 [go 包 ] (za)= 六 一 -<=0 解 出 <, 得 到 


和 
(= [站 (全 玫 - 宅 二 ea， 
下 1 2， 
同 理 可 得 到 
史 ()- [了 全 -aero012 
1 


| 郑 数 的 Tayior 公式 及 其 应 历 


1. 求 下 列国 数 在 =0 处 的 Taylor 公式 (展开 到 指定 的 4 次 ): 


{1) Hz)= 了 4: (2) 扩 交 ) = os( 十 名) 天 二 十; 


(3) 头 z)=V2+sin 二 3 (4)》 凑 丈 ) 一 ee 下 二 4 

(S) FJ)=tan 十 , 反 二 5 《6 Frz)=Infeos 工 ) 7 一 6 
0 尖 0， sx 

(7) ra 4 Gao 直 人 
工 ， 于 二 昌 ， 口 ， 包 三 日， 


(9) F(z)=WT-2x+2E-V1-3z+E =3， 
Rs 
解 0 


三 1 二 
1 2 
_ 了 
二 5 让 re 
3 
1) 


0 
革 十 本 可 工 十 本 工 二 有 3 工 十 加 《 工 ) ， 


(2)】 扰 工 ) = 6o8( 工 二 各] 一 oos woos 一 Sin 7sin aa 


二 中 当 
-人 -号 + 六 +o(z jcms oz 站 +olz)j 如 
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4 函数 的 Taylor 公式 及 其 应 用 已 


CoS 站 gj 站 ES 企 
一 osS 让 一 SI 全 + 交 一 可 宛 十 3 十 和 二 Dr )， 


1 


[人 2(1+ 2 开 )=yV|1+ 了 xz 于 +eCe) 
= 了 |1+ 


= 证) 到 (2 玉 用 + 站 局 二 而 于 二 o(z9) 


叶 
=1+(z- 二 )+ 末 (zz ss + 丙 2 + of 


-1+ + 开 妇 -下 +o(z). 


SiD 填 


(5 居 卫 = tan 人 


有 全 
半 关 本 re 
了 衬 了 2 
| 列 *“e] + (至 - 末 )+{( 生 -各 oz 
村 王 旦 
演 了 + 守 : 5 守 
0 + 询 )+(z 末 ) 本 +z+o(m) 
= 工本 + 癌 z +ofz ) 
了 下 各 
【6) 大 人 一 (oos z)= nl1- 于 + 冯 - 淹 +o(z9] 
本 人 二 看 1 二 站 
人 
二 
人 
1 
5 


[7) An- 上 -和 0， 
1， 工 二 用 
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全 | 第 盏 章 ” 庆 分 中 什 定 于 及 其 应 用 


卫 了 引 -上 
-人 (全 人 各 + 巩 *occo 
了 


2 
基 开 了 了 
二 (至 + 二 + 入 + 盖 儿 (等 + 和 六 | ( 末 + 末 | 
++ofz) 
上 2 二 of) 
2 12 720 


9) 六 一 2 
=[1+(-2zr+z3) 术 ~-[1+(-3z+z3)] 
= [+ 五 (-2zf+z)- 辣 (-2zP+ 站 (-2zP+o(z9] 
地 [1+ 本 (-3z+z2)- 吾 (-3z+z+ 宇 (~3z+aln)] 


(1- 工 -2) (1 一 冯 富 -)+of(z3 
了 
百 


区 十 和 二 ofdzr” )， 


2. 求 下 列国 数 在 指定 点 处 的 Tayjor 公式 ; 


[1)》 zy 一 一 2 二 3 一 ro 2》 Fr)=ln rz 一 
【3) 六 zz)=lnyyz=1; {4) 大 一 Sin zz 下 


(5) Fz)=wVrro=2. 

解 (1) Frz)= -2z2 +3z2 一 2 
-2[(z-t 雪 +1 +3[ffz 一 巧 +11 一 2 
[ -2(z-1 关 一 人 工 -1160z 一 二 一 2 
+[3(z-l+6trz-1)+3]-2 


上 


睹 
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$ 4 函数 的 Tanior 公式 及 其 应用 |@ 


= -1-3(z-1 关 一 20z 一 1 
(2) FfzJ=inz=lnl(r 一 e+el 


=In srin(1+ | 
已 


-1+ 了 (ze 一 羡 (e+ 
De as+ot(ze) 
喧 已 

(3) 扰 z) =In 2 

= ( 工 -1) -三 订 ( 工 1) 本 (z-1- 


+ 人 (Drt+o((z-D) 


(4] FKzJ=sinzy 产 rzo]=sinfzo + 了 本)， 


关 
:人 


5) Hz)=Yz=VIAj1+E 


=wY2+ 人 人 2) 十 


和 人 二 二 2 
228 -去 下 1 
3. 通过 对 展开 式 及 其 余 项 的 分 析 ,说 明 用 


] 十 r 3 名 了 站 一 】 
xs -十 工 十 工 十 二 三 | 
一 空 | = 地 


ln 2 一 nj 


3 5 1 一 


比 用 
mm2=intl+z)| 
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鲸 | 葛 王 宣 ” 孜 分 中 值 定理 及 其 应 用 


效果 好 得 多 的 两 个 原因 . 
解 利用 第 一 个 展开 式 计算 时 是 用 = = 子 代 人 ,利用 第 二 个 展开 式 计算 时 


是 用 了 =1 代 和 人 ,显然 第 一 个 展开 式 的 道 项 (或 余 项 ) 趋 于 零 的 速度 抉 ,而 第 二 个 
展开 式 的 通 项 (或 余 项 ) 赵 于 零 的 速度 相对 较 慢 , 所 以 在 指定 糖度 的 条 件 下 ,利用 
第 一 个 展开 式 讨 算 jn 2 的 值 比 利用 第 二 个 展开 式 计 算 量 小 ,效果 好 . 
另外 可 以 通过 比较 两 者 的 误差 来 说 明 两 种 方法 的 优 劣 ， 
由 


了 有 下 
上 


了 上 
In(t1 + 并) 二 人 ee 


了 9 十 下 


0 
可 知 利用 第 一 个 展开 式 计 算 前 ”项 之 和 , 余 项 为 


+1 


屋 了 1 1 二 
| ,其 中 与 , 护 位 于 0 与 工 之 间 ， 


1 


1 1 
ra (可 ) < 去 下 人 军 " 


取 工 = 二， 


二 ER 
ss 【27 十 下 )222 
而 利用 第 二 个 展开 式 计 算 前 ”项 之 和 , 佘 项 为 
(一 “ret1 呈 
mo CTETTETT' 其 中 位 于 人 0 与 史 之 曾 ， 


二 


二 本 工 
有 +)25 


1 [ ， 
显然 部 TDT5srr>TanTT3E ,所 以 利用 第 一 个 展开 式 计算 所 2 的 值 比 利 用 第 
二 个 展开 式 误 差 小 ,精度 高 . 


4. 利用 上 题 的 讨论 结果 ,不 加 计算 ,判别 用 哪个 公式 计算 r 的 近似 值 效果 
更 好 ,为 什么 ? 


] 要 228141 
亚 :过 ze| 一 之 之 T_T : 
{1) 了 arctan ] |> 本 5 +{ -1 志 二 | ， 
(2) 二 = 4arctan 二 和 【Machin 公式 ) 
了 5 55 呈 


] 28 二 1 


卫 了 十 
=~4[ -二 + +-D 天]| 
二 二 
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8 4 函数 的 Taior 公式 及 其 尼 朋 | 克 


人 上 
-1 
解 ”两 个 计算 r 的 公式 都 是 利用 了 aretan 了 的 Taylor 会 起 ， 


是 用 =1 代 大 ,而 第 二 个 公式 是 用 工 = 了 与 工 = 5 代入， 由 于 工 杜 与 5 比 工 小 


得 多 ,因此 第 一 个 公式 的 通 项 (或 余 项 ) 比 第 一 个 公式 的 通 项 (或 余 项 ) 趋 于 霍 的 
速度 快 得 多 ,所 以 用 第 二 个 公式 计算 * 的 近似 信 效 果 更 好 ， 


3. 利用 Tayior 全 式 求 近似 值 (精确 到 107 7)， 
(Lig 1 【2) ye (3) sin 31; 
(4) cos 89"; (5) v550， (6] (1.1)12， 


_]ntl0+z) 
解 (D lg(10+ z)= LO 2 =1+ in(1+ 关 ) 


《 1 和 中 
和 TU 


机 { 一 二 sr 
其 中 rm(z) 证 IJIOTCTTCTTEJTTT， ,位 于 0 与 条 之 间 . 


二 二 1 RE 
| (HiprDOTST 人 ii 
得 到 | (1)| <0.89x10 ,满足 精 产 要求 ,所 以 


1 /1 工 [| 
人 1 南通 (人 曾 到 这 + 区- 和 YL041 3 


(2) ee= 和 了 工 坟 二 rz)， 
是 = 由 


其 中 te 与 = 之 间 


令 


人 79x10 ,满足 精度 要 求 ,所 以 


工 一 可 
1 1 1 
Ye1 + 可 +59+ 丰 :7 + 35 0 


《3] sin( 亲 十 z) = sin( 癌 )+eos( 开 )] 交 一 于 sin( 音 )z2 + ma( 卫 )， 


其 中 六 (z)= - 洒 cos( 于 + 站 外 位 于 0 与 之 间 ， 


主 
由 于 | m:( 吉 )| 和 rs0.88x10… ,满足 精 庚 要 求 ,所 以 、 


人 KE - 
sn 31 sinK 玫 +180)sin( 丰 )+eos(T) 厅 广 ， 
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@ 国 | 第 王 章 ” 撤 分 中 值 定理 及 其 频 朋 


2 515 04， 
(4) sin 补 = 之 +rzfz) 其 中 (rz)= - 村 cos , 位 于 0 与 工 之 间 . 


由 于 -| 10 请 必要 煌 忆 


cos 89" = Sin 1 = sin(j80) 


站 
《5 天 ) = 3(1+ z 六 =301+ 王 zx- 蕊 ， 志 5z “十 rr()， 
其 中 ra(z )= , 位 于 1 
六 二 工 位 与 之 间 . 


由 于 | > Ri (5 “0.34X10-5 , 注 足 精度 要 求 ,所 以 


:5 
A(5) =3f1 二 这 二 一 2503 


7 4 
FL = 2 
{ 3 ET 3.017 08 . 


1.20.2 》 1.2.0.20.8 3 
ee 


5 十 了 的 工 ) 


(6 FUz)=(1+) 一 1 二 1.2x 十 


_T.2.0.2:0.8.1.8 
其 中 ri 人 ) 一 0 z,E 位 于 0 与 工 之 间 . 


由 于 | >:(0.1)|< 委 0.014 4(00.1)5 =0.144x10-5 ,满足 精度 要 求 ,所 以 
FLO0.1) 《1.1 
1.2.0.2 


=1+1.220.1+ 上 上 220 和 2 上 20.270.80 1 
5 6 
se1.121 17. 
6. 利用 函数 的 Taylor 公式 求 极限 ， 
还 这 工 十 下 1 
和 (2) lm 和 ar (oa>0); 
一 自 二 于 
【3) 四 |[ 云 -ese zj 《4) lm (y 人 站 
汪 》 -mn(1+ 二 外 in 上 [上 ]， 
G) lim| > z 人 | (6) 1 二 ta 并 


了 
(7) lim zz(wY +ITTWET+2VT 


ee 
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1 
(S) lim 人 -+ 部 一 Wi -| 


2 
解 【1) ersin zz(1+z)=(1+z+ 瑟 )T- 皇 )+o(r ) 一 (z+ 工 ) 


3 
3 3 
3 3 十 加 ) ， 
所 讽 
in esin 荆 zt+z- 工 
2 于 3 


{21 人 平定 本 二 和 三 汪 一 1)+(e 5 一 1 


: 
== 忆 + + 人 zj 


: 
+[ -了 + 


二 1 全 避 2 十 Ofz)， 


氛 
乓 十 遇 “ 一 了 匀 
lim 一 一 二 一 一 = 名 aa. 4 
站 0 十 站 
(3) 由 于 sin zx=z+ofz), 所 以 
本 2 
lm [到 -cse zj 四 之 生生 二 -im 2 ,让 
0 人 于 2 TS 1 
(4) 令 w= 工 ,由 于 
全 车 T 
-人 + 天 +o() -人 -一 基 人 at 
-全 ut+ole， 
所 讽 


1 1 
人 


器 一 卡 DD 


J| 


(5) 令 %= 荆 ,由 于 Ja(1+ w=x -上 +o(u3) ,所 


四 [>- zin|1+ 二 | ] im 攻 于 寺 
工 一 向 靖 
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【6 由 于 tan z= 工 + 三 +o(za) ,所 以 


.1 /1 1 ta 了 和 一 区 
训 二 二- ) = 各 


-0 证 全 tain 站 0 革 1 光 
开 3 
沁 -十 D 
二 Titm 3 一 一 -二 
出 一 人 村 3 


(7) 令 = 工 , 由 于 
吉 
兴 T 二 引 十 YY1T 一 站 一 2=(wEt+ 让 一 1 二 + TIT- 一 ] 
-公告 +) 全 -和 + 


卫 
下 


了 


+ofa)， 


所 以 
lim xz(VATT+ 之 一 一 2w7) 


十 玫 十 ww 一 牙 一 了 
冯 Ia 可 此 
可 


- 工 
可 


之 
ef 人 1 一 & 可) 一 VT 一 本 


本 
蕊 


3 立 
+ 车 JI-z+ 革 )-1+o(ie) 


= (1 十 十 


所 以 


2 


人 


7 了, 利用 Tayler 公式 证 明 不 等 式 ; 


了 于 了 
1) z 本 所 jn(1+z)Sz 洒 十 村 


本， 工 站 ; 
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(23 YL 区 ) 扫 二 有 1 ac2 ,> 人 1 


证 【1L) 利用 带 Lagrange 余 项 的 Tayler 公式 ， 


汉 了 
学 芝 本 
ta(iL 十 丈 ) = 工 元 + STRET 六 林 0< 人 <， 


三 3 本 
开 


2 
Infi+ 交 三 工 人 Ti 


3 


2 
民 了 一 人 过 性 世 评 安 汪 ， 


也 3 
(2) (+ 14 az 二 全 直下 na,0< < 


由 于 1<a<2, 所 以 afae-1ita-2)<0, 从 而 Lagrange 余 项 全 


小 于 霍 ,于 是 得 到 
【1 工 二 空竹 < 必 寺 二 oz+ 9 了， 


3. 判断 下 列 函 数 所 表示 的 曲线 是 否 存在 渐 近 线 , 若 存在 的 话 求 出 渐 近 线 方 
程 ; 


人 人 
《1 了 了 ”十 节 1 人 
(3) y=V62 8 了 T3i (4) y= (2+zJezi 
纪 二 和 人 1 上 + 
5) y=、 ; ; 
5) 7 本 【6 3 jn T 一 人 
《7 3 一 了 十 arccof 了 (8) y= wz 一 2)fz+1Tjz; 
站 
{ 人 ) 和 = areeos 让 (10) yz[es 却 -< 关外 


《于 2=22(zre 本 《121) 0 下 
2 
解 〈1) 由 于 lim T-= o ,所 以 z= -1 是 委 直 渐 近 线 ;由 于 


a=lm 头 =im 一 二 =1 
直下 的 证 zx 一 om 下 (十 芝 】 


了 于 
名 (本 - 吕 (下 


所 以 铬 渐 近 线 为 了 三 工 一 上 
(2) 由 于 lim Ts =0, 所 以 y=0 是 水 平 渐 近 绒 ， 


多 | 第 五 间 若 分 中 值 定时 及 其 应 用 


(3) 解法 一 ”由 于 
Lim 6z -8z+3- 16 
8 二 3 
im (6z -8r+3-YG67r)= 人 
1 
| 
所 以 当 z- + om 时, 浙 近 线 为 =VG6z -23 
由 于 


8zxTd+3 2./6 
了 (V 6z 一 十 +w67) 一 | 
as 轴 国 人 一 Et 一 六 十 了 一 ~-YG6z 3 


所 以 当 z-> - 时，, 源 近 线 为 y= -V6z+ 2 
解法 二 


一 号 交 十 十 六 
V 本 4 
V NT 一 8 十 3 十 十 而 


(6 一) 一 《8+2a5 二 十 3 一 目 


Y 6z 一 Sr 十 3 二 ez 十 
由 lim(y-ar- 芒 =0 解 得 a= +y6,5= -二 . 所 以 当 z->+ oo 时, 渐 近 线 为 


二 人 当 z 一 - 时 , 源 近 线 为 = -VEz+ 2 


(4) 由 于 lim (2+ z) 时 = +oo, 所 以 二 =0 是 垂直 渐 近 线 ; 令 = 二 ,由 


+1ye 一 a 一 
Him[(2+ z) 时 一 or 一 6]=limn 人 se 外 


-lim (La)+(3 一 ba+To) 


FE 一 下 枉 


解 得 ee=1,5=3, 所 以 斜 渐 近 线 为 ?= 工 +3. 
(5) 由 于 lm 半 = lms- 了 8 -oo ,所 以 曲线 无 渐 近 线 ， 


(6) 函数 定义 域 为 (-1,1), 且 limn 革 > 
以 = 土 1 为 两 条 导 直 渐 近 线 . 


嘲 
工 = +eo，lim ln = 一 居所 
证 证 = 二 汕 | 二 


1 
一 .au ..- .= -一 nm ，。 ,rs 3 
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(7) 由 于 
lm (2y- z) 二 im arccot 工 二 中， 
所 以 当 z 一 + oo 时 , 渐 近 线 为 ?= 吕 
由 于 


lim (yy 一 交 )= lim arccot 工 二 ， 
一 一 吧 坝 - 本 一 号 


所 以 当 z 一 -oo 时 , 渐 近 线 为 ?三 工 + 


(8) 邻 RS 
工 
im[y ( 症 一 2 二 1) 全 人 | 
3 (1 一 22) 二 (1+ 吉 ) 一 还 一 下 于 
6 素 
(1- 瑟 (+ 本 四 -ae 和 +o(a) 
= lm 一 -一 一 
ee 量 
-inm1L-4 一 加 +ott -0 
We 疗 
解 出 a=1,8=0, 所 以 曲线 有 渐 近 线 y= 工 . 
(9) 由 于 


] 一 交 
iam arccos 一 areeosf 一 下 ) = 和， 
1 十 工 


贞 二 后 


所 以 曲线 有 水 平 渐 近 线 入 一 拭 ， 
(10) 令 x = 二， 


1 
im[z(oos 二 -。 王 )-az- 


卫 

一 世 员 5 
cos 攻 一 Be 工 一 CU 一 吕 
本 


= lim 
2 和 衬 
0 和 + 者 )-G -村 + -ee -oo 
= jim -一 ”一 -一 一 =0， 
0 攻 
解 出 = -而 ,5=0, 所 以 沿线 有 源 近 线 = -证 z 
《11) 由 于 
Ji 妆 (z 时 -VE 克 ) = 二 0， 
所 以 zx=0 是 一 条 垂直 渐 近 线 ， 
二 
加 
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| 


上 一 


1 
人 
囊 


3 
(1+ 苹 + 了 + 一 (1+ 二 ~ 2 2 1 10x ) 一 2t2 一 BoDfa 


本 3 29 6 27 29 677 
lim 
一 吾 
人 
帮 18 攻 
lim 和 一 一 =0， 
下 下 
解 出 。= 上 上 .65 所 以 斜 渐 近 线 为 y= 上 一 去 
0 SI ” 百 ” 证 
《12》 由 于 
im 2 (ze 一 V Ho9， 
所 以 =0 是 一 :条 垂直 渐 近 线 . 
基 汪 三 生 
诗 
lm [(zezs -VETT) 一 ar 一 


多 一 WwW 十 放 一 Ci 一 站 
人 


= litmm 
MD 二 如 
人 & 9 (+ 二 -3 2 +ofi3) 
可 + 到 下 + 6 有 
三 lim 
一 下 十 世 
了 和 
【二 一 下) 让 -( 训 本 十 号 )8 +ofz) 
二 
-in 人 ”=-"， 
有 一 掉 十 二 
了 _ ES 
由 于 


r 一 一 吧 和- 一 吧 


: 1 十 证 
lm 立 = Jim 辣 | 四 4 王 = 


所 以 当 z 一 -oo 时 ,没有 渐 近 线 . 


量 . (1) 设 0< zi<< 克 ,zi=sin zh(z=1;2， 小 ,证 明 
fi lmr> 一 0 【过 取 一 了 《 王 o0 3; 


{2) 设 六 >0,y=lnl+ylta=l,2.…)》 ,证 明 ， 
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(my =0 介 罗 一 人 (aoo) 
证 《1) 易 郑 数列 |z,| 单调 减少 是 有 下 界 . 设 其 极限 为 e ,对 zi = sin > 
两 端 取 极 限 , 有 a=sin ax (0O<a< 三 ) ,所 以 2 二 和. 即 limz = 人 . 


利用 Stolz 定理 ， 
1 下 im 王 一 《 人 下 一 Ti 区 1Sinz 1 
xl nm 工 wm 
ee 下 
二 思 二 mm-1 
lim 全 -3 
1 2 
所 以 


这 【一 oo 》， 
天 


(2) 易 知 数列 1 y, | 单调 减少 目 有 下 界 . 设 其 极限 为 请 ,对 yw =infl+ 六 ) 
两 端 取 极限 ,有 4 = ln(1+ 6 (0<8<y) ,所 以 =0, 妈 limyo=0 
利用 Stolz 定理 ， ! 


六 1 于 一 (2 一 1 多 -nt1T+ 加 -1 
证 
JJ win yp 一 
2 
=.]im jn-1 至 2 


Do-1 | on-tl7 可 办 十 co) 
所 以 


罗 (oo)， 


10. 设 函 数 疙 z) 在 [0,1] 上 二 阶 可 导 , 是 满足 | 关 (z)| 生 1,7(z) 在 区 间 (0， 
1 内 取 到 最 大 值 二 ,证 明 : | F(0) | + | F(1) | < 
证 设 zuE (0,1) 为 函数 的 最 大 值 点 ,出 f(zo)= 工 ,F(zn) =0. 以 二 =0， 
zf=1 代 大 Frz) 在 点 ru 的 带 Lagrange 余 项 的 Taylor 公式 
F(0)= (za)+ 产 (zo)(0- zao)+ 于 (6)(0- zo) 


1 1 
后 二 二 二 户 (6) 台 Era， 
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FED= Paza)+ 太 (za)(1- za)+ 寺 FJ(L- 2 
= 于 + 才 广 (IT- za,yE(zo,)， 
得 到 


LO)|+ TAGD TS 天 + 到 [如 + 辐 六 ] 扩 于 + 元 = 


11. 设 头 z) 在 [0,1] 上 二 阶 可 导 , 且 在 [0,1] 上 成 立 
17FCz) 委 1 PCz)| 和 2. 
证 明 在 [0,1 上 成 立 | rz)| 乏 3， 
证 利用 例 5.4.13, 由 于 4=+, 召 =2. 所 以 在 [0,1 上 成 立 


Ar(z)1S24A+ 方 B=3， 


1I2. 设 画 数 F(z) 在 [0,1] 上 二 阶 可 导 , 且 F0)= FT1) 0 mig 六 (zz)= 
-1 .证 明 : 
aax 六 ( 工 )>8， 
证 设 zg(0,1) 为 攻 数 的 最 小 值 点 , 则 Fz)= -1 Foz)=0. 以 
z=0z=1 代 入 rz) 在 点 zo 的 带 Lagrange 祭 项 的 Taylor 公式 


(0)= (za)+ 矿 (zaj(0- xn)+ 到 (6)(0-zo 
= -1+ 本 (三 =0,8E(0,zn)， 
FLD= 玫 ro)+ 天 aa- zo)+ 于 PC1- xn 


-1+ 广 FID zj2=09E(zos1)， 
得 到 


于 矿 ( 和 如 = 孝 广 (1- 六 =1. 
1 2 
当 za 裤 二 时 ,大 ( 乓 = 汉 >8; 当 本 > 到 时 , 广 ( 信 = 人 ->8. 所 以 


> 
| 


13. 设 护 zr) 在 fa,8] 上 二 阶 可 导 ,六 ea)= Pb)=0. 证 明 
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下 HIS 本 晤 IC 
证 设 | Arzo)| = max |A(z)l, 若 ro=a 或 5, 风 结论 自然 成 立 . 设 e< 
zao<6, 以 = 和 xz= 志 代入 六 xz) 在 点 za 的 带 Lagrange 余 项 的 Tayler 公式 
Je)= (zy+ 太 (zaj(a-zo)+ 末 (6)(a-zoj2,8E(aszo)， 


所 的 = Fn + 大 (zo) 全 =- )+ 计 六 ( 脱 (6 本 GE(zn 人)， 
将 Fa) = 7(0)=0, 广 (zo)=0 代入 上 面 两 式 ,得 到 


yzojs5(a ro) max | 关 () | 


| aa)| 匀 到 (xm | 广 () |。 


区 十 站 


5) 时 ,(e -za 区 二 (一 


当 TEL(a， 


当 zaE [2 时 ,人 一旦 委 于 (一 o). 
综合 上 述 两 种 情况 ,得 到 
CTS 全 IC 


吓 应 用 举例 


1. 求 下 列 函 数 的 极 值 点 ,并 确定 它们 的 单调 区 间 ， 
(1)》 y=277 一 3z2 一 127 十 1 (2) 3 一 芋 二 Sin 工 ; 
(3) ?=w rn (4) y=Te” (zeEN) 


1 
(5) y = 二 (6) ?= 至; 


本 4 
(7) y=37 二 本 
{9) yeos +Snezi 
【11) ?=4e +Te 


(13) y = 工 十 入 这 。 


WA 4 十 5 


解 (1) 因为 y(r)=6z-6r-12=6z+lfz-2 们 有 两 个 零点 三 汗 人 ， 
根据 一 阶 导数 的 符号 ,可 知 函 教 在 ( - co , ~ 1] 和 [2, + ceo) 上 单调 增加 ,在 [ sw 要 


《8) = 芋 一 Inf1T 十 二) 


(107》 了 =arctan 交 一 了 
(12) y=2- VC 二 15 


(14) y= zz . 
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全 | 第 王 间 入 分 中 什 定 理 及 其 应 有 
2] 上 单调 减少 ,所 以 < = - 工 是 极 大 值 点 ,= 2 是 极 小 值 点 . 

(2) 因为 y(z)=1+eos z20, 函 数 在 ( - ce, + ce) 上 严格 单调 增加 ,无 极 
值 点 ， 

(G) y(Cm) = 二 C2+n z) 有 零点 6 , 根 据 一 阶 导 数 的 符号 可 知 数 丰 


{0,e 一 ] 上 单调 减少 ,在 [e 和 所 以 zx=e “是 极 小 值 点 . 

{4) zz)=(a-xzryr ce 有 零点 0 和 时 

当 呈 是 偶 煞 时 ,函数 在 ( - ce ,0 和 [+ o) 上 单调 减少 ,在 [0,z] 上 单调 
增加 ,所 以 xx=0 是 极 小 值 点 ,zx = 是 极 大 值 点 ; 

当 ，* 是 奇数 时 , 冰 数 在 ( - oo ,2 上 单调 增加 ,在 [az,+c) 上 单调 总 少 ,所 
以 zz=# 是 家 大 值 点 . 

(5) y， 和 史上 共有 相同 的 单调 性 ， 2 ) - = 竺 7 尖 汪 有 零点 这 
ER -oo, 一 1] 和 15, + oo) 上 
单调 增加 ,在 [ - 1,2)7 和 (2,5] 上 单调 减少 ,所 以 = -1 是 极 大 值 点 ,z=5 是 极 
小 值 点 . 


(6) y(z)= 二 和光 有 办 点 = 134w, 根 据 一 阶 导数 的 符 导 ,可 知 函 数 
在 (- oo ,1 -本 ] 和 [1+v5,+ oo) 上 单调 增加 ,在 [1 ~,1+V5] 上 单调 减少 ,所 
人 

(7) y(z)=3- 兮 有 零点 xz = 土生 ,根据 一 阶 导 数 的 符 导 ,可 知 函数 在 


二 
一 反 之 三 了 。 
(一 一 瓦 ] 和 [ 启 ,+ ) 上 香 调 并 加 ,在 启 . 四 和 (0 .局 ] 上 单调 减少 ,所 上 
2 
== -后 是 极 大 值 点 ,z = 三 是 极 小 信 点 ， 
(8) y(z)=1-T 二 =T 芝 -有 零点 rz=0, 函 数 在 zx= - 工 不 可 导 , 根 据 一 


阶 寻 数 的 符号 ,可知 函数 在 [0, + ce ) 上 单调 增加 ,在 ( - 1,0] 上 单调 减少 ,所 以 
Y = 人 0 是 极 小 值 点 . 


《9) yw (zi=3sin rceos zfsin -eceos 过 ) 有 零点 z= 生 + 玫 ~ ,根据 一 踢 


导数 的 符号 ,可 知 函数 在 [2kr+ 于,2kr+ 忆 ],[2kx+r,2hr+s] 和 [24x + 深 ， 


284rx+ 2x] 上 单调 增加 ,在 [24r,2kr+ 于 ],[28r+ 训 


了 了 ,2&x 二 r] 和 [28z+ -2 
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+ 征 ] 上 单调 减少 ,所 以 了 = 24x,28x+ 到 (28+ Dr+ 到 居所 是 极 大 值 点 ,zx 


=2&r+ 可 ,28xTm(28+1)xr+ 林 ,EZ 是 极 小 值 点 . 
(ID y (= 二 |Ly -1- -区 0, 函 数 在 ( - ,+ o) 上 严格 单调 大 
少 ,所 以 没有 极 值 点 ， 
(1D y(z)=2e -ee = (2e -1)e 7 有 零点 z= -了 In 2, 根 据 -一 阶 导 孝 
的 符号 ,可 知 函数 在 [ - 末 tn 2,+ ee ) 上 单调 增加 ,在 ( - om ，- 于 In 2] 上 单调 减 
少 ,所 以 = -于 ln 2 是 极 小 值 点 ， 


(12) y(z) = - 子 (z-10-3，z =1]1 是 不 可 导 点 ,根据 一 阶 导数 的 符 导 ,可 


知 数 在 { - o ,1] 上 单调 增加 ,在 [1, + ce ) 上 单调 减少 ,所 以 * = 1 是 极 大 值 
点 . 


(13) 7 (= 这 有 特点 z= 了 ,根据 一 阶 导 数 的 符号 ,可 知 画 数 在 


(-=, 计 ] 上 单调 增加 ,在 [ 生 ，+ oo ) 上 单调 减少 ,所 以 = ~ 垃 是 极 大 值 点 


(14) y(z)= 了 站 王 有 零点 z =e, 根 据 一 阶 导数 的 符 导 ,可 知 函数 在 
(0,e] 上 单调 增加 , 在 [e, + co) 上 单调 碱 少 ,所 以 ==e 是 极 大 值 点 ， 


2. 求 下 列 曲线 的 拐点 ,并 确定 函数 的 保 滞 区 间 ; 


(1) y= 一 2 十 3 《2) 一 工 十 Sin 工 ; 
(3) = 王 YI 《41 y 一 Ye 

3 了 
(5) y=\/ 生 (6) y= 于 二; 
(7) ylnf1l+zr)y (8) = arctan 开 一 革 ; 
《9) =( 定 十 1 十 ee 《10) y=In(1+z2); 
{TLD) 汪 一 Eee {I2) > 三 之 +w 开 ， 


解 (1) 7y(z)=-3z+6zso(z)= -6z+6, 二 阶 导 数 有 零点 工 =1, 根 
据 二 阶 导数 的 符号 ,可 知 点 (1,2) 是 曲线 的 拐点 ; 
走 数 的 保 西 区间:( ~ ee ,1] 下 凸 ,[1, + oo) 上 本 ， 
(2) yz)=1+eoos zz)= -sin 7, 二 阶 导 数 有 党 点 > = &r, 上 EZ, 根 
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据 二 阶 导 数 的 符号 ,可 知 点 (&r,&r),EZ 是 曲线 的 抛 点 ; 
罗 数 的 保 冲 区 间 :[28r,2r+Tji 上 本 ,[2&r 一 ra28rj 下 中. 
Gy(a= -7(z)= -廊下 > 
了 下 《 工 和 (WAT 十 3 (十 
所 以 曲线 设 有 拐点 ; 
上 数 的 保 呈 区间:( -ce ,+ee) 下 酝 ， 
(0 y(z=(1- zjerryy(z)=(z-2)e-=, 一 阶 导数 有 零点 =2, 根 据 


二 阶 导数 的 符号 ,可 知 点 (2, 半 ) 是 曲线 的 多 点 ; 
函数 的 保 凸 区 间 :( - co ,2] 上 凸 ,[2 ,+ oo 下 凸 ， 


1 于 过 妆 2 
人 
8 十 1)3 一 2 


阶 导 数 有 有 零点 z=5s5+3 妆 ,根据 二 阶 导数 的 符号 ,可 知 点 
(5+3v5, 全 (t+v5) ) 是 内 线 的 扣 点 ， 


昂 数 的 保 凸 区 闻 :(- om,-1],[-15-3 呵 ] 和 (2,5+3 人 下 凸 
15-3v3,2) 和 [5+3VS ,+ oo) 上 四 . 


(6 (= 后 生 让,y(r) = 二 2 世人 二 生 二 ,二 阶 香 数 有 符 


点 z= -1.2+ 合 ,根据 二 和 阶 导 数 的 符号 ,可 知 点 (-1 1) 
[2+v5， 于 (1FV 相 ) 是 曲线 的 押 点 ; 


尊 数 的 保 折 区间:(- ,一 和 [2-Y3,2+w] 下 思 ,[2+v3, + oo) 和 
[2 下 病 ， 


(7) y (=1- 开 7(z)= 7LTr>0, 移 线 没有 摘 点 ; 


汪 + om) 下 本 
(8) y(z)= 生 就-1y(z)= -站 rr, 二 阶 导 数 有 零点 z=0., 根 所 


二 阶 导数 的 符号 ,可知 点 (0,0) 是 曲线 的 招 点 ; 
函数 的 保 症 区 间 :( - ce ,0] 下 凸 ,[0,+ co) 下 旧 ， 
(9 yz)=12(z+t +e>0, 曲 线 没 有 拐点 ; 
ee 《- oo ,+oe) 下 凸 . 


《10)》 9 (zx) = 于 (= 在 2, 二 阶 导 数 有 罕 点 = 土 1 ,根据 二 
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阶 导 数 的 符号 ,可知 点 (+t,ln 2) 是 曲线 的 捆 点 
画 数 的 保 凸 区 间 :(- ce ,1 和 [1,+o) 上 凸 ,[-1I] 下 四 . 


GD y (z) = er To (z) = ee 站 于 ,二 阶 导数 有 堆 点 


-~ 王 , 根 据 二 阶 导 数 的 符号 ,可知 点 | 到 ,ev ] 是 砷 线 的 损 点 ; 
函数 的 保本 区间:( - oo, 于] 下 西 ,[,+ oo) 上 四 
y(z)= -一 一 -<0, 曲 线 没有 拐点 ; 


1 
2wz-l 姓 [ 代 一 二 
函数 的 保 目 区间:[1,+ ce) 上 本 ， 


(12》 y 《三 1 工 二 


3, 设 扩 z) 在 rz 处 二 阶 可 导 ,证 明 ;Fz) 在 z 处 权 到 极 大 值 ( 极 小 值 ) 的 必 
要 条 件 是 广 (z)=0 且 大 (zh) 委 0(F(zy) 荆 0). 
证 先 设 几 z) 在 xo 处 取 到 极 大 和 值 , 则 由 于 护 z) 在 z 处 可 导 , 所 以 产 (zi) 
=0. 若 广 (zo)>0, 则 由 
天 本 所 rzo) 二 大 (z(z-xo) 


+ (zzj1+o((z-an)) 
人 


(二 一 2zo 二 of 开关 )， 


= 站 07 十 


可 知 当 + 尖 z 充 分 接近 ， 时 ， WA >0, 与 F(z) 在 ， 处 取 到 极 大 值 
矛盾 ,所 以 广 (zy)<0， 
Fz) 在 局 处 取 到 极 小 值 的 情况 可 同样 证 明 . 


4. 设 Fz)=f{z-alrpfzr),otz) 在 xx=a 连 续 昌 pa 天 0 ,讨论 zz) 在 
z=a 处 的 极 值 情况 . 

解 首先 有 Xe)=0. 

当 ? 为 偶数 时 (一 e) 20, 当 oa)>0 时 ,F(z)=(r-alrpfz) 在 rz=a 
附 反 非 仙 ,所 以 =a 为 蓝 数 7z)y 的 极 小 值 点 ;而 当 Bay<xn0 时 ,函数 AUz)= 
(zeaj gtz) 在 zx=e& 附 近 非 正 ,所 以 x=a 为 画 数 的 极 大 值 点 . 

当 为 奇数 时 (za) 在 zx=a 附 近 变 号 ,p(a) 天 0,F(z)=(z-arpfz) 在 
z=a 附 近 也 变 号 ,所 以 =a 非 极 值 点 . 
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5. 设 FKz) 在 zx=a 处 有 站 阶 和 连续 导数 ,是 广 fa)= 大 (o)= 和 = 着 (aa) 
=0, fa) 天 8, 讨论 Az) 在 z=a 处 的 极 值 情况 . 


解 F(z)- F(a)+ (> -ae 位 于 0 与 = 之 间 .由 于 7(z) 在 


z=a 处 有 7? 阶 连 续 导数 , Fa)] 关 0, 所 以 当 z 位 于 z=a 附近 , 关 2(6) 木 变 
导 ,利用 上 题 的 结果 可 知 ， 

当 ?#” 为 偶数 时 , 若 FA"(a)>b, 则 =a 为 冰 数 Fz) 的 极 小 值 点 ; 若 
Fofa)<0, 则 z=a 为 阔 数 Arz) 的 极 大 值 点 . 

当 ?# 为 奇数 时 ,zx= ae 不 是 函数 六 xz) 的 极 值 点 ， 


6. 如 何 选择 参数 及 >0, 使 得 


2 了 
一 点 灿 


9 
开 
在 zx= 二 fc2f0 为 给 定 的 常数 }) 处 有 提 点 ? 


解 y(z) = 二 全 二 er(z)= 一 全 全 生生)e 9 ,可 知 半 线 在 


工 二 + 万 处 有 捆 点 ， ;所 以 到 站 = 记 即 可 


中 求 ?= 二 在 拐点 处 的 切线 方程 


， -2 241 一 37 ) + 工 工 
解 yz) = Try(z) = 全 3 六, 可知 [十 点 ,于 ) 是 曲线 的 拉 
1 


点 ,由 于 了 { 土 ] = 上 22, 得 到 在 拐点 处 共 线 的 切线 方程 为 


上 上 
二 


即 :3vV3r-8y-1=0 和 3V3zr+8y+1=0. 


8 2 郴 数 的 图 像 ( 渐 近 线 方程 可 利用 上 一 节 习 题 8 的 结果 )， 


了 2 
人 (2) 3 = Eee 
(3) ?=YV6z 一 8z+3i (有 
三 和 二 和 t+z. 
0) 7 (6) yn 天 三 ; 


(了 ) 二 习 十 Brecot 之 (8) = 必 ( 直 (ZTE 
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1 一 交 
《9+》 y 二 afecos 于 7， 


3 于 ，_ 症 ( 十 3) 了 
解 (1) ?一 TTT7TT 


第 8 题 图 : 


(2) 因为 ? 为 奇 函 数 ,只 要 考虑 z20 的 情况 . 


本 “4r(z 一 3) 
了 和 (于 立 写 + 多 -二 
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便利 班 得” 役 分 中 信 定 理 及 其 应 用 


汤 近 线 是 y =. 


2 
J-2xffl+z ) 


第 8 题 图 2 
， 6 一半 4 < 
人 
和 
了 - 
和 
3 
源 近 线 为 =V6z - 23 和 = -VEz+ 2 人 
T2 一 站 一 2 工 醒 和 节 十 立 二 


1 
(4) 9= (2+ 了 je ， 太 = 开 于 er = Te 
下 王 
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斯 近 线 为 y=z+3 和 了 工 =0. 


第 8 题 图 4 


(5) 由 于 y 为 倡 函数, 只 要 考虑 zx>0 情况 . 


军 还 


ee 
3 
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无 渐 近 线 . 


Je He 12 


z= 土 1 为 两 条 垂直 渐 近 线 . 
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2 

昌 如 了 工 
【7) 一 这 十 areeot 工人 一 县 ,4 三 
?3 0 


第 8 题 图 7 
(8) 3 二 0 工 二 ] “ 一 2 


-一 一 = 一 一 一， 
(z-2) 和 (+ 下” (2 


渐 近 线 为 y= 工 . 
1 一 工 : 1 

自 一 一 站 
【9 arccos 本 是 偶 画 数 . ? arccos [3 

站 1 1- 王 2agnfz) 

ET ) + 

1 + 郊 
吾 4Fsga[ 工 ) 
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第 38 题 图 9 
9. 求 下 列 数列 的 最 大 项 ， 
(1 5 (2 1 入 上 
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解 《1 令 7tz) = 于, 则 广 (z)= 妆 (10-m 2.xz),F(z) 的 极 大 值 点 为 


了 0 -14.4, 且 F(14) - F(15)=z56 730>0, 所 以 最 大 项 对 应 a = 14. 


lm 2 
人 二 由 人 站 二 名 下 二 , 极 大 值 点 为 本 和 2 


3i<0, 所 以 最 大 项 对 应 宇 =3. 


10. 设 e,2 为 实数 ,证 骨 
|a +| |aj 1 


| 


证 对 于 函数 y= 1 二, 驼 = 7 让 >0, 函 数 ， 单 调 增加 ,所 以 


| e+8| [e+ | | 


| 
| 1 
e+ 1+lel+i8| 
|e| 5 
1 


11. 设 w>in2-1 为 常数 ,证 明 当 >0 时 ， 
太一 0 十 | 忆 t， 
证 令 FIz)=e 一 (一 2ar+1), 则 
三 (=E 人 -rr+2a 大 zl=e 一 2. 

由 于 在 (0,im2) 上 六 zj<0F(z) 在 [0,ln2] 上 严格 单调 减少 ;在 (ln 2， 
+o) 上 大 (z)>0,rz) 在 [in2,+ece) 上 严格 单调 增加 .所 以 z=ln2 为 产 (z) 
在 (0, + oo) 上 的 最 小 值 点 .由 于 广 (mn2)=2-2n2+26>0, 所 以 六 (rz)>0. 
Vz>n0, 再 由 站 01=0, 得 到 Frz)>0, zl0 


12. 设 天 20, 试 问 当 上 为 何 值 时 ,方程 aretan - 和 = 和 有 正 实 根 ? 
解 信 1z)=aretanz-kz, 刚 


F(0) =0,Ff+eoo)= -or(z)=T 


当 &321 时 , 产 (z)<0(z 天 0), 所 以 F(z) 严 格 单调 减少 ,由 F(0) = 0 可 知 方程 
无 正和 实 根 ; 当 0<E<1 时 , 广 (0)>0, 所 以 当 z>0 很 小 时 rz)>0, 由 连续 函数 
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的 零点 存在 定理 ,可 知 方程 必 有 正 实 报 


13. 对 aa 作 了 za 次 测量 后 获得 了 = 个 近似 值 {a 乓 -现在 村 到 使 得 
$ 一 六 〈《 as 受 ) 


达到 最 小 的 皇 作 为 a 的 近似 值 ,应 如 何 取 ? 
解 由 
ds 


了 = 忆 1 -20 下 = -2(2) ea- 有 e)=0， 
让 =1 上 =1 


可 得 E= 二 > ,这 就 是 使 达到 最 小 的 的 近似值 


1 14. 证 明 ;: 对 于 给 定 了 体积 的 圆柱 体 , 当 它 的 高 与 底面 的 直径 相等 的 时 候 表 
面积 最 小 . 

| 证 设 贺 柱 体 的 底面 半径 为 >, 高 为 靖 , 刚 图 柱 体 的 体积 了 = rr2 产 .其 表面 
积 为 


S=2rr2+2x) 凤 =2rfp2 直 上) 
本 


昌 S 本 
元 二 2r(2r 一 2 二 0 
求解 上 述 方程 ,得 到 
村 
六 一 到 ， = -2r， 


此 时 画 柱 体 的 表面 积 最 小 . 


15, 在 底 为 。 高 为 上 的 三 角形 中 作 内 接手 形 , 抢 形 的 一 条 边 与 三 角形 的 底 
边 重 合 , 求 此 矩形 的 最 大 面积 ? 
解 ” 设 抢 形 的 底 边 (与 三 角形 底 边 重合 者 ) 长 为 x , 宽 为 ,由 
0 
人 页 
可 知 抵 形 面积 为 
S= 克 = 站 (用 一 7)3， 


二 


解 得 
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所 以 当 ?= 子 ,z= 子 时 ,和 形 面积 最 大 ,最 大 面积 为 S = 


16. 求 内 接 于 本 国 荆 + 沪 = 1, 边 与 狼 陪 的 轴 平 行 的 面积 最 大 的 矩形 


3 


解 “ 设 矩形 的 长 与 宽 分 别 为 2z 与 2y , 则 瑟 + 六 =- 1 ,矩形 的 面积 为 


人 
0 
人 W BE 一 天 
解 得 2 广 ; 记 册 当 撼 形 的 边 长 分 别 为 Vza 与 V28 时 ,内 接 和 矩形 的 面积 
最 天、 


17, 将 一 块 半径 为 ~ 的 贺 铁 片 剪 去 一 个 圆心 角 为 的 扇形 后 做 成 一 
斗 , 癌 8 为 何 值 时 漏斗 的 容积 最 大 ? 


解 可 以 求 得 漏斗 的 底面 半径 为 < 二.O)7 ,高 度 为 


[人 -| = 过 V 和 = 严 ， 


所 以 濡 说 的 容积 为 四 
中 = 可 [2 人 | 宗 YY 4r0 一 大 
= (2r- 6)*wY4rg 更 ， 
人 


q2 2472V4r8… 的 
上 式 半 于 吕 在 (0,2x) 中 有 惟一 解 


犁 = zz 一 
这 就 是 使 油 斗 容积 最 大 的 角 雇 0 


上 


本 思 


18. 要 做 一 个 容积 为 Y 的 有 盖 的 圆柱 体 容器 ,上 下 两 个 底面 的 材料 价格 为 
每 单位 面积 。 元 , 钢 面 的 材料 价格 为 每 单位 面积 元 , 问 直径 与 高 的 出 例 为 多 
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伪 | 第 五 二 秃 分 中 们 定理 瓦 其 应 用 
少时 造价 最 省 ? 
解 设 图 柱 体 容器 的 底面 直径 为 忆 , 高 为 吾 , 则 容积 六 = 于 xD 末 ,造价 为 


五 = 二 Te 十 区 DDFR 


守 
直 
二 
了 


ra 沙 汪 Se， 


19. 要 建造 一 个 变电站 好 向 4 .8 两 地 送 电 ({ 原 教材 图 5.5.6),M 与 4 之 
阿 的 电缆 每 干 米 a 元 ,与 也 之 间 的 电缆 每 千 米 问 元 ,为 使 总 投资 最 小 , 问 变电站 
M 的 位 置 应 满足 什么 性 质 ? 
解 设 避 与 M 之 间 上 离 为 z, 则 
| MT = zz+T1.22， 
[|BMI=v (132 一 +1. 2 ， 
变电站 所 用 电 缆 的 总 投资 为 
也 =e|AM|+EBIBMI 


=av1l1.44+2 十 百 W3.24+(3.2 一定 )， 


得 到 


sm 14M | 
sinB |DM| 本 
| BM | 


这 就 是 变电站 M 的 位 置 应 满足 的 性质 . 
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”36 


计算 实习 题 
【在 载 师 的 指导 下 ,编制 程序 在 计算 机 上 实际 计算 ) 

说 明 有 很 多 计算 机 程序 设计 语言 可 以 用 来 完成 计算 实习 ,例如 FOR- 
TRAN,C,PASCAL 语言 等 ,而 一 些 数学 软件 如 Mathematica, Mapie, MATLAB 
等 更 适合 完成 相应 的 计算 .本 书 采用 数学 软件 MATLAB 来 解数 学 实习 题 ,习题 
解答 包括 主 程序 .程序 调用 命令 和 程序 执行 结果 三 个 部 分 . 


1. 用 两 分 法 求 下 列 方程 的 一 个 近似 解 ( 精 确 到 小 数 点 后 第 乓 位 ); 
(1) zs+3z7-5S=0,z 和 [1,2]; 

(2) z=e ze 了 2 

【3) z=eos rz"E| 王 , 孙 |: 


(4) 7za -3z+ 二 -30=0,z' 和 [2.2.5]. 
解 ”两 分 法 主 程序 {hiseet .in) 


function res= biseetff,a,b,delta) 
儿 function fres= bisectff,ab,qelta) 
% 输入 
和 了 于 已 知 函 数 ,a,b 初始 区 间 端 点 ,delta 误 善 
% 输出 
% 第 一 列 选 代 次 数 , 第 二 列 近似 解 ,第 三 列 函数 值 ,第 四 列 误 差 ， 
res=[j; 
ya 一 fevalt 了 ,al]i 
yb = fewalff,b)i; 
让 yas#yb>0 
etrort 两 个 庄 点 的 函数 值 必须 异 号 ,否则 本 方法 无 效 "); 
break 
an 
Imaax1=1+ roundt(jog(b 一 a7 一 log(delta))viog(27》); 
fork=1:maxl 
c=(a 二 by/2i 
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Ye 三 fewvaiffse)y 
yc 三 =0 

3 二 C; 

口 = 

elsei 计 yb # yc> 


et 

Tes= [tesik,cyyc,b 一 a]; 

让 b=- a<deltaybreak;endqd 

end 

% 显示 结 果 

fprintd(1, 选 代 次 数 = 和 5 近似 解 x= 多 3.151, 函数 值 7=%%e, 误 关 e= %e,，， 
[k,c,yc,b-a]) 

%% 程 序 结 束 


程序 调用 命令 和 结果 
(1 命令 : 
[iniine( xx 了 3 十 3 并 一 邱 7 基站; 
bisecttf ,1 2，.Se 一 在 ) 
计算 结果 : 
迭代 次 数 =21, 近 似 解 x=1.154171466827393 ,函数 值 y = 
1.9%83744e 一 007 ,误差 e=4.768372e - 007. 
《2) 命令 : 
f= inljineft XexpP( 一 X) 其 
bisect( 开 0.S ,log(2)》 .Se 和) 
计算 结果 ， 
选 代 次 数 = 19, 近 似 解 x=0.567143298506382 ,函数 值 y=1.268853 
6 一 008 ,误差 e=3.683990e - 007， 
(3) 命令 : 
f= inlinef 2 一 cosfx) 人 )i 
bisecttf pid4 ,3x hi/d4 Se 一 6); 


更 多 教材 下 载 : htt p: //Xxuexi . hagongda. com cn ”更 多 考研 资料 下 载 : htt p: // kaoyan. hagongda. com cn 
56 方程 的 近似 求 角 辐 


计算 结果 : 

迁 代 次 数 =22 ,近似 解 zx=0.824132301812646 ,函数 值 y = 
-2.498923e-008 ,误差 e=3.745070e 一 007， 

(4) 命令 ， 

f= inlinef 7 了 xxX2 一 3 关 凑 二 4 一 30 Xi 

bisectfT ,2 ,2.5,.Se 一 D); 

计算 结果 : 

选 代 次 数 =20, 近 似 解 x=2.233133792877197 , 画 数值 y = 
9.193S51e 一 006, 误 差 e=4.768372e- 007， 


2. 用 Newton 法 求 下 列 方程 的 近似 解 (精确 到 小 数 点 后 第 10 位 ): 
1 


【fy 一 并 十 4=0; 【2) xz + 二 =10z 《他 21)1 

【3)》 lg 工 = 寺 ; {4) 交 二 ec 二 0; 

(5) 元 =sin zf >0)， 

解 ” ”Newton 法 主 程序 (Newton.m) 

funetion res= newtontT dt,aytor,ma) 

% 输 大 

% 了 是 输入 函数 , 贞 是 夺 的 导 函 数 ,a 是 初 值 ,tor 是 精度 ,ma 是 最 大 选 代 次 数 
入 输出 


% a 近 似 解 ,err 误差 估计 , 选 代 次 数 ,y 函数 值 
7 一 feval(f ,ay 
fork= 1:ma 
5b=a 一 yztevalfdf ,ay 
erT 一 abs(b 一 8aj); 
3 二 上 
ys feval(f,a) 
证 errc torjbreak,end 
end 
res 三 [kayverr]; 
% 显 示 结 果 
fprint(1, 渤 代 次 数 = %u, 近 似 解 x= 和 3.151, 画 数值 y= 各 ae, 误 盖 e= 六 e 1 
[k,a,y,err]) 
% 程序 结束 
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调用 命令 和 结果 
{17 方程 只 有 一 个 根 ., 在 -1 附近 ， 
命令 : 
f 一 inlinef xx 一 六 二 二， 入 
太 =inlinef 3 x2 一 1 
newtonfT , 叶 ， -lle 一 10.30)5 
计算 结果 : 
选 代 次 数 =7, 近 似 解 x= -1.796321903259442 ,函数 值 y = 
0.000000e + 000, 误 差 e=7.091105e 一 D11. 
(z) 方程 在 (1,+ se) 捧 有 一 个 根 ,在 10 附近 . 
命令 : 
f= inlinef x2 二 (一 2) 一] 人 关 区 天 人; 
圭 三 inlinef 2 关 玉 一 2 XT 一 3) 一 了 
newtonff ,di,10,le 一 10,30); 
计算 结果 ， 
迭代 次 数 =3, 近 似 解 x= 9.998999699849911 , 函数 值 y*= 1.421085Se 
-0I14, 误 着 e=1.776357e 一 日 
(3) 方程 只 有 一 个 根 , 在 2 附近 . 
命令 : 
f= inlinef xx # logtlOCx) 一 1 人 
二 = injine( ]ogJ0x) ++T1zlogfID0) xx 人 ; 
hewtonffi,df,2,le-10,30)， 
计算 结果 
迁 代 次 数 =5, 近 似 解 x=2.506184145588769 ,函数 值 y*=0.000000e 
+000 ,误差 se=0.000000e+000. 
(41; 方程 具有 一 个 根 ,在 0 峙 近 . 
命令 : 
f= ip]ine( X 十 expfxh xi 
坟 =imlinef 二 + exBfX) 
newrtontfi df,0.1e-10,30) 1 
计算 结果 ， 
迭代 次 数 =5 ,近似 解 x= -0.567143290409784 ,函数 值 y = 
1.110223e 一 016, 误 关 e=2.886580e 一 015， 
(3) 方程 在 (0, + co ) 只 有 一 个 根 ,在 1 附近 . 
命令 ， 
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{= infinet xx 一 Sinfx) Xi 

df= inlinet 17A2 一 cosfX7) 和 站 ， 

newtcntf ,df,l,Le- 10,30); 

计算 结果 ，; 

迭代 次 数 =14 ,近似 解 x= 工 895494267033981 , 冰 数 值 y>= 0.000000 
e+000, 误 盖 e=5.195844e - 014. 


3. 仿照 例 5.6.2, 用 Newton 法 导出 计算 机 上 求 4$(A>0,n 为 非 零 整数 ) 
和 亏 的 算法 ( 即 只 用 加 、 减 , 乘 三 种 运算 的 算法 ) ,并 实际 计算 下 列 各 值 ， 


4 


(1) 和 2; 0) 亨 : 
业 
1 


G) 地 (4) 


解 设 Fz)=z -AP(z)=nzo 0 选 代 公式 为 
人 0 人 
放 . 将 理工 
特别 , 当 z= -1 时 ,有 ，， =2 闪 一 几 rtF(r)= 嫩 一 由, 普 () 二 用 
开 呈 次 方 的 Newton 法 程序 代码 (Newtonl ml) 
funetion res= newtonlfn ,入 ,tor,may 
% 输 人 : 
六 ,入 是 输 人 参数 ,tor 是 精度 ,ma 是 最 大 迭代 次 数 
% 输 出 
%a 近似 解 ,err 误 善 侍 计 , 基 迭代 次 数 ,y 攻 数 值 


并 ; 


fork= 13:tma 
b=tn 一 An #ad+ 凡 Arartn 一 1 7); 
er 一 abs( 一 a); 
这 (err< torjbreak ,end 
a=hbi 
end 
res 一 [kavetr]i 
和 显示 结果 
fprintft(1 , 选 代 次 数 = %ua, 近 似 解 b= 站 2 10e, 误 养 e= %e [kb,err]) 
% 程 序 结束 
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求 倒 数 的 Newton 法 程序 代码 {Newton2 .mn) 
function res 一 newton2( 和 ,tor, may) 
%% 输 入 
%A 是 输入 参数 ,tor 是 精度 ,ma 是 最 大 选 代 次 数 
和 输出 
%a 近 似 解 ,err 误 善 估计 ,k 选 代 次 数 ,y 函数 值 
二 1 
fork=1:ma 

bb 三 2 并且 十 站 关 末 了 ; 

err = abs(bP 一 aa 

这 (errc torybreak ,end 

昌 ; 
end 
Tes 二 [kk,a,err]; 
% 显 示 结 果 
fprintf(T ,人选 代 次 数 = 况 u, 和 近似 解 b= 凤 2.10e, 误 闭 e= 得 e [kb,err]) 
% 程 序 结束 


(1) 4a=3,4=2. 使 用 命令 ， 

newtonl(3,2,1e 一 10,30) 1 

计算 结果 : 

选 代 次 数 =6, 近似 解 b= 1.2599210499e+ 000, 误 善 e=2.220446e -016.. 
(2) = -5, 有 =9. 使 用 命令 : 

newtonl( 一 S,9,1e 一 10,307; 

计算 结果 

选 代 次 数 =7, 近似 解 b=6.4439401498e -001 , 误 善 e= 0.000000e+000. 
(31 7 的 倒数 ,合用 命 今 : 

newton2ft7 ,le 一 10.307; 

计算 结果 : 

选 代 次 数 =6, 近 似 解 b=1.4285714286e - 001 ,误差 e=0.000000es+000. 
(4) 11 的 倒数 .使 用 命令 : 

newton2f 11 ,Le 一 10,30); 

计算 结果 

迁 代 次 数 =5, 近 和 似 解 b=9.0909090909e- 002 , 误 盖 = = 
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0.000000e + 000. 


4. 当 Es=0.2 时 ,计算 Kepier 方 程 
一 工 一 eain y 一 和 (0<E1) 


对 应 于 工 = 中 (=12,…,8) 的 的 近似 值 . 


解 帮 =1 时 ,计算 命令 ; 

8 = inline( y 一 1/8 一 0.2 xsin(yy yi 

qd 三 inlinet 1 一 由 .2 关 Cos( yy 

hewtont gdg,0,eps,30); 

计算 结果 : 

选 代 次 数 =4, 近 似 解 zx=0.156091729726963 ,函数 值 y = 
-6.938894e 一 018, 误 关 se=0.000000e+ 000. | 

上 =2 时 ,计算 命令 : 

gE=iniinefC y-1X4-0.2 xsinfy) yi | 

newtott 攻 ,dg ,eps,30) 

计算 结果 ， 

选 代 次 数 =4, 近 似 解 x=0.311249707209228 ,函数 值 *=2.081668e 
-017 ,误差 es=1.110223e 一 016. 

有 =3 时 ,计算 命令 ， 

g=inlinef y 一 3 和 一 0.2 *sinfyy yy 人; 

newton( 攻 ,dg ,0veps,30) ; 

计算 结果 : 

迭代 次 数 =5, 近 他 解 x=0.464615888191004 ,函数 值 y*= 0.000000s 
+000, 误 差 e=0.000000e+ 000. 


上 =4 时 ,计算 命令 : 

E=inlinet y 一 4 和 一 0.2 #S5infy] 
newtontg,dg;0,eps,30) - 
计算 结果 : 


迭代 次 数 =5, 近 似 解 x=0.615468169489965 ,函数 值 y*= 1.387779e 
-017 ,误差 e=0.000000e+ 000. 

二 5 时 ,计算 命令 : 

g=iniine( 一 53 一 0.2 xsinfyy yi; 

Dewtong dg,0,eps,30) ; 

计算 结果 
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选 代 次 数 =5, 近 做 解 x=0.763255498570944 , 郴 数 值 y= 2.775558e 
-017 ,误差 =0.000000e+000. 
上 =6 时 ,计算 命令 : 
gE=inlinef yy 一 有 局 一 0.2 #sinh(y) yi 
newrton[gg, dg ,0 ,eps,307) 1; 
计算 结果 ; 
迭代 次 数 =5, 近 但 解 x=0.907606495249268 , 醒 数值 7= 0.000000e 
+000, 误 差 e=0.000000e+000. 
R=7 了 时 ,计算 命令 : 
g=inline( y 一 7 了 -0 和 .2 xsingy) yi 
hewtonf 上 ,da,0,eps,30) 1 
计算 结果 : 
寺 代 次 数 =5, 近 似 解 和 = 1.048316907893773 ,函数 值 y=0.000000e 
+000, 误 盖 e=0.000000e+ 000， 
&=8 时 ,计算 侠 令 ， 
E= inlinet y 一 8 一 站 .2 Sinfy] yy 
newtonkg,dg,0eps,30); 
计算 结果 : 
夺 代 次 数 =5, 近 似 解 x=1.185324203861339 ,函数 值 y =- 
一 2.775558e 一 017 ,误差 e=0.000000e+ 1000， 


5. 求 方程 
tan 之 二 于 
的 最 小 的 三 个 正 根 ,精确 到 10 2 ， 
解 ”首先 粗略 估计 三 个 正 根 为 4.4,7.6 和 10.9. 再 定义 函数 
f= inlinet tanfX) 一 天 和， 
在 =inline( (secfx) 2 一 1， 开 人 ; 
计算 第 一 个 根 的 命令 : 
newtontf ,df,4.4,le- 12.30); 
计算 结果 ; 
选 代 次 数 =7,. 近 似 解 x= 4.493409457909064, 冰 数 值 = 8.881784e 
-016, 误 盖 e=0.000000e+ 000. 
计算 第 二 个 根 的 命令 ， 
newtontt df,7.6,1e 一 12,30); 
计算 结果 
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选 代 次 数 =14 ,近似 解 x= 了 .725251836937707 ,函数 值 y = 
-2.309264e -014 ,误差 e=0.000000e+000. 

计算 第 三 个 根 的 命令 : 

nevwton(f ,df,10.9,1e- 12,30); 

计算 结果 : 

选 代 次 数 =5, 近 似 解 x=10.904121659428899 ,函数 值 y = 
-9.947598e -014 , 误 关 e=0.000000e+000. 


各 、 求 方 程 
1 
人 


的 两 个 正 根 ,精确 到 10 
解 显然 ,方程 有 无 穷 多 个 正 根 ,粗略 估计 两 个 最 小 的 正 根 为 2 和 .使 用 
命令 
f= inlinef cotfX) 一 LA 十 XA2 7 斑 站 ， 
df= ilinef 一 (esce(x))2T1Ac2+1A2 xi 
计算 第 一 个 正 根 : 
newton{fidt,2,1e 一 12.307; 
计算 结果 : 
选 代 次 数 =5, 近 似 解 x=2.08157597781810 , 阔 数 值 y=0, 误 善 e=0. 
计算 第 二 个 正 根 ; 
newtontT df,6,te 一 12,30) |; 
计算 结果 ; 
选 伐 次 数 =5 ,近似 解 x= 5.94036999057271 , 函数 值 v*= 0 ,误差 e= 
0.31e- 12. 
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不 定 积分 的 概念 和 运 咎 法 则 


1. 求 下 列 不 定 积 分 ， 


(| (+2 了 2-5VE)dzi (2) | (sin z+3e)dzi 
(| (zz + edri (4) | C+ eofzjdzi 
(5) | (2esez -see 工 tan 交 )Q 工 ; (6) | (天 -2)*dzi 
1 、: ] 了 
CO) | (zt 二) dz 四 | KWz+7 儿 记 +jar 
人 2 
(9) | 2 | d 工 ; (10) | 一 一 二 一 dzi 
COS 守 款 CE 3 。 
(GD) | 去 2 人 人 dri (2) | [人 Tu 
(13) | d- z)YzVEdz; (14) | 二 Se 
oog 廿 Si 郊 


+， 


3 


解 (| (+22 -SSwyz)ydr = | raz+2| rdr-5|vzaz 
] 
平 


2) | (sin 过 十 3er dz = | m rdz+3| edz 
二 
(| ( 十 &]qz = | dz+ | edz 


= i++C(a>0 且 wo 天 ]1)， 


如 十 了 ln 2 


(4) | (2+ eofzjdz= | resez)daz=z-eot 工 十 已. 


《3) | 【2csc 一 sec wtam zydr 二 2 | csc 了 工 昌 蔗 一 | se 天 人 tm 区 儒 工 
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$ 1 不 定 积分 的 概念 和 运 站 法 则 | 合 
一 一 2eot 宇 一 See 之 十 七- 


《6) | (zz 一 2)3dz = | (ze 一 在 业 十 1]227 一 遇 )dz 


-xz 号 i+423 8z+C. 
(7) | (z+ 二 jdx = | +2+ 了 )dz 


| 和 机 中 半 ? 和 = e+ 广 + 六 + 六 Ya 
=2z- 疙 +37+2Y5+ 本 Y 本 +C 


2 
9) |f2 + 二] 三 = +2.( 吨 )7+ 于 jdz 
后 
ET 


2 _ 2 
Go0) | 2 | 2az- 5 | (了 ) 2 二 下 人 


二 | (eos +asnyl)jdr 一 sm -cos7+ 基 . 


COSs 工 一 Sin 并 


2 3 四 qzr 中 工 
(| 汪汪 证 宁 | -2?| TS 3 
一 2arctan 二 一 3arcsin 并 十 己 ， 
03) | -2 zzdz= | (三 -)dz= 了 本 一 冰 x+ 


2 -2 
G4) | ee dr 二 cos 工 一 Sin 开 1 


2 - 
COS 十 SET COS 二 SI1IT 二 


了 了 
| se 证 由 补 一 | se 记 册 全 


一 ecot 一 tan 开 十 [ 
一 2csc 之 了 十 忆 ， 


2. 曲线 y= 所) 经 过 点 (e, - 1), 且 在 性 一 点 处 的 切线 斜率 为 该 点 横 坐 标 
的 倒数 , 求 该 曲线 的 方程 . 


解 由 题 站 ,曲线 "= f(z) 在 点 (z,y) 处 的 切线 斜率 为 笠 = 工 ,于 是 y= 
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@| 间 关 章 不 定 积分 


| 至 =mlz| + C 将 点 (ea -人 代 人 ,得 C= -2, 所 以 曲线 的 方程 为 


?= 上 |z| - 


3. 已 知 曲线 y = 大 z) 在 任意 一 点 (> ,jz)) 处 的 切线 斜率 都 比 该 点 横 坐 标 
的 立方 根 少 1， 

《1》 求 出 该 曲线 方程 的 所 有 可 能 形式 ,并 在 直角 坐标 系 中 画 出 示意 图 ; 

《2) 若 已 知 该 曲线 经 过 (1, 巧 点 , 求 该 曲线 的 方程 ， 


解 《1) 由 题 意 可 得 92= 必 -1 所 以 y= | (9 斌 -1D)dz= 于 于 -zt+C， 
这 就 是 所 求 和 线 方程 的 所 有 可 能 形式 . 
(2) 将 点 {1,1) 代 人 上 述 方程 ,可 得 C= 于 ,所 以 过 点 (1,1) 的 曲线 方程 为 


访 4 
本 二- 二 
有 下 工 之 下， 


人 | 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 


1. 求 下 列 不 定 积分 : 


G3) | = -: 国 
rz] ， 1 
(| (2 + 3)2dz 0 
(7) | sm rdzi (8) | an" 十 See 了 村 工 j 
(91) | Sin Secos 37rdri 10》 | cos SS 荆 人 了 ; 
{2 世 十 洁 加 工 sinw 工 
全 | 十 44 空 十 六 (12) | 2 
村 定 
(3) | 7 (14) | 于 二 -dzi 
(15) | 站 一 dz; 406 | 一 一 到 -一 一 
ww Sin 开 一 Cos 浆 【arcsin 工 关 1 一 交 
工 一 下 
(7) | -一 汪 (8) | -dr 
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$ 2? “ 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 鸣 


了 站 Sin cos 工 
(19) | mn 1+ 和 (20) | 革 e9 人 
dr _ 1 Td4zr 一 3 工 本 
解 (| = 了 in|4z 一 3| +C. 


1 dyY2z) [1 
Cr = 二 | 和 < 一 = 一 aresinfyv2z)+C， 
wT-2z 可 | 1 二 2z2 YY2 


(2 +3 六 dz = | (2 +2.65 3 )qzx 


尝 工 1 了 工 
柯 区 EC 


{7) | Sn 村 了 | 人 1 一 cos:)sin qd 


后 | [T 一 2cos 十 cosmjdreos 之 ) 


了 ] 
一 一 Cos 之 十 本 cos 了 一 二 cos 十 十 让 ， 


5$ 


【8) | tantxrsecedz 一 | tang rdftan 工 ) = 圭 tam' 工 十 ， 


【9) | Sin 委 立 COS 了 十 中 二 一 | fsin 8 十 Sn 2)d 


Cos 人 2 十. 


入 和 
(10) | sgszaz = 王 | 4 下 到 网 
党 霹 sin 10 之 十 尼 . 
GD | (2r 二 4)dr d(z +4r+5) 1 + 
【十 4 十 5 【 工 十 4 工 十 纯 7 克 : 十 4+5 


(12) sdr=2 | sinV5d(V5)- 0 
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多 | 音 关 间 不 定 积分 


: 光志 
(3) | rdr - _ 17dt 2 = 了- 2 和 +C 


vT 6 ww 一 3223 


1 _ 立 二 于 


二 2 


05) | 站 二 os sin z+ecos 工 | 二) 
本 COS 光 


二 CR 了 上) 放 了 C. 
之 


4046) | 一 一 茎 一- 一- dtarcsin z) 1 下 
于 一 克 (arcsin 了 aresim 六 


-人民 衬 1) 
(7) | :一空 55- 下 = aretanmnt 一 1)+C. 


5 _d2z)y + 工业 9 一 4zr ) 


(18) | 天 = 
本 和 VS 一 4 手工 扩 呈 一 4 
= 了 arcsin 3 子 z+ 开 V9- 422 十 避 


(19) | uanVITE dz 一 | tanV iT 宫 dfwT+s2) 


| 全 
(20) | 到 ezdz = 二 区 
2. 求 下 列 不 定 积分 ; 
GD | 0)| 一 到 一 | 
(| Sa sdr 和 (4) | dz， 
(5) | (z-D(z+2)adzi (6) | zz(z+ Drdz 
二 闻 人 
中] 7 00) | 7 
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8 2 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 | 区 


站 人 
二 dz 2 dz 


GD | 


(03)| 二 5 (14) | YIT= dzi 
(16) 二 _d 
| | 
Ed 人 
二 
(19) | -起 Trda (20) | 二 Tidz 
de ”) 5 二 
1 | 二 二 一 we +1T)+C 
昌 
=lnatv1+ez 1 一 + 己 . 
[27 当 了 >0 时 ， 
由 工 = 则 区 =-| df(z  ) 
蒂 w+ 开 二 1 1 十 补 


人 


= -ld 1+ (二 +C=nn 
十 宇 


当 z< 0 时， 
| gz 由 一 工 】 三 本 和 于 二 二 
V1T+z -TY1+ 本 


(3) ea aa cnv。 dltvz)=2 | arctanV zdtaretanV 工 》 


= atretanmw 十 站 


1+]n dzinz) 1 
Eee In 7 | 下 之 


(5) | (z- 1)(z+2)2dz = | ixz+2 和 -3(r+2)2]dr 


= 坊 (z+2) 二 着 


-十 一 


(6) | mtz+D"dz 三 | [(zT+T1)9 一 (rr+d1) 二 《1 dz 


2 
开 十 了 


到 1 n+T3 
四 


【 环 二 二) 


aamameaiieiigeaaiiemeaiiiiganaiaiiipiiiiigiaiii 
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食 | 第 六 站 不定 积分 


十 【 芝 十 二 2 各 
| 过 工 -| 本 守 时 -于 [全 
4 1 十 定 7 SA 1 十 站 2 WwW T 十 了 
人 
和 


当 xr<0 时 ,也 有 相同 结果 ， 
注 本题 也 可 令 zx= tan 上 化 简 后 解 得 . 


(8) 妆 工 关 0 时 ， 
| 宅 -o -1 -3 dz-| 宛 则 下 | 
=V 本 -9+3arcsin 芝 +Ci 

当 z*<0 时 ,也 有 和 相 司 结果 . 

法 “本题 也 可 令 = 3see + 化 简 后 解 得 
[ 【91] 令 工 =sin it ,出 
| dz _『eos tdt 

1) ee 则 

cos zt 本 了 


GD | 忆 > 全 dx 三 YY 
开 5 


了 
人 四 | 元 一 一 dz 
2Q 一 天 ar 一 工 


汪 | Yaaz=dz+ | 天 天 一 4 


WwW 2a 工 一 卫 

G24z 一 交 ) 

= 一 |v2ar-zdr-al 一 一 二- 

| W am 一定 

dz 

+2o| 天 一 
MT 

二 0 2 一 + 宁 a?arcsin 三 - 


二 中 YY28r 一 十 站 


更 多 教材 下 载 : htt p: //xuexi . hagongda. com cn 更 多 考研 资料 下 载 : htt p: // kaoyan. hagongda. comcn 


8 2 “ 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 葡 


人 2 2 一 交 十 避 atarcsin 2 和 和 
注 “ 本 题 管 案 也 可 写成 本 研 22 2a7r 一 十 3228rcsin 加 二 + 交 ， 
[13 令 上 =Y2z, 刚 宁 = 二 Edz= rdt ,于 是 


| 由 工 = |=: 一 Inlli+t 二 = Y2z 一 in(l+w2z1+ 


(14) 令 二 = 沐 =7, 则 =1-8dr= 一 32dr, 于 是 
| mszdz - -3| -edt= | 从 尖 二 二 刘 


-(1-z) + - 贡 (L-z 音 + C. 


匡 工 加 二 无 2 dz 
05)j 一 司 - | 二 - | 
[16) 令 了 = asint, 则 


了 | 
| 一 和 二 dz 过 | esnrdt= 邱 | [1 一 cos 2t)d 
了 


T 
一 arecos 一 十 性 ， 
远 


一 
人 @@ 要 
二 万 上 一 本 5imn 2 
2 十 
忆 了 朵 2 
三 一 8tresin 一 一 一 宇内 2 一定 站 
2 了 


(17) 令 了 =acos zt, 则 
| 区 二 | 


一 证 
一 一 一 一 一 dx 
卫 


dt 一 一 了 | aamtd(tan 区 】 
@ 


了 于 
卫 CDS 下 
/7 
末 tan :+ C= 二 蕊 ， 
皮 
二 亲 党 
ae) | dz 下 | 2 
1 + 一 冲 二 TV 一 
0 
沽 了 一 
1 一 2 一 1 


十 arcsin 莹 十 姜 . 
注 “本题 岂可 令 =sint 后 , 解 得 


1 
一 arcsin 荆 一 tan[ 本 arcsin = 十 忆 ， 


| 全 立 
1+w1- 于 
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鸭 | 第 关 章 不 定 如 人 
{19) 令 上 = 一 1, 则 


工 世 _ 工 工 民 4 _ 工 Ctrl ji 
| id -了 | GE ) 吊 上 


1 3 3 机 | 3 了 -1 
| 二 马 号 了 二 [| 十 亡 
人 


(20) | 二 DTdz | endz- - 工 | 下 一 


"十 1) 下 十 :过 壮志 证 
二 二 | 全 条 汪 ] 于 区 全 于 攻 十 已， 
天 着 | 二 十 三 
3. 求 于 列 不 定 积分 
(D | zeradri ee ]dzi 
(3) | zsin 3zdzi 4) | dz 
sin 
(5) | 天 COS 工 直 三 《6] | 二 四 袜 
【7 ) | arctan 工人 ri (8) | 区 zaretan 工人 工 
(9) | ztan 加 工 ; (10) | dz 
vi 


《1ty | dz (12) | zln zdz 
e Sin 与 划 广 4 (14) | esim xdzri 


| 
| 
G5) | IEdzi (16) | estn 了 ?dz 
| 
| 


177 | (arcsin 工 )dz (I8) |Vaesadzi 
(19) | es Tdx; (20) | In(z+ VIA jdz 
解 (| zerdz= 天 ze - 王 | edz=e(2z-D+C 


{2) | zintz -1)dqz = 于 zzn(z 一 1) 一 亏 5 | 人 


= 于 (z: -Din(z-1) -本 -于 + C. 
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8 2 “ 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 | 哆 


G) | zzsin 3 芝 昌 三 -生字 eaoS 3z+ 椰 | CDS 了 了 日 工 


二 3 一 3r2eos 37) 一 了 | Sin 计 交 本 六 


尼 


二 Sin 当 补 一 人 访 je 3 十 姜 ， 


人 


一 工 COT 开 十 | me 一 一 Teot 工 十 雪 |sin 并 | + 尼 ， 
三 沁 _ 2 下 
(G5) | za 人 和 -也 | z(l+es2z)dz= 可 (x +zsin2z) -于 | 和 2zdz 


= 天 (+ zsin 二 汀 二 二 三 2 芝 十 帮 . 


8 
. 2 证 
[6 | arcsin 之 可 十 三 工 3arcsin 了 一 = zatcsin 六 TYw1- 世 十 扫 . 
WwW T 一 全 
7) | aetan 工人 晶 工 一 工 arctan 区 一 | 下 = aretah 区 一 了 nt1 + 下 ， 


了 
【8 | aretan 区 dz = 2 arctan 郊 一 本 | rd 
上 


下 由 二 
sarctan 之 于 党 于 | 天 


下 


一 二 aretan 于 一 Rn 


3 


{9) | Ytane dz 一 | zecz -1)dz = 汪 tan 工 一 序 妇 二 | mm 下 由 于 
一 下 tHL 水 -2 +lnieos 之 | +C. 


(0)| 2 dz 本 -2 | arein zafVT2Z} 


本 定 
一 2wY 1 一 marcsin z+2| 
如 1 十 


三 一 2Y1-rarcsin 十 十 4 + 了 十， 
(D) | mxzdz= zz | 到 交 昌 之 = 交工 一 27in 之 +2 二 . 


〈12 1) | 如 mn 区 本 节 = 子 zan 工 一 子 | 全 昌 交 一 可 zaln 堪 一 于 2 + 已. 


(3) | ss 放 工 人 二 一 e Sin 5z+5| eeus Srdzr 。 


中 


一 e (fsin Sr 二 3cos S7) -25 | esia Szrdz， 


一 全 auwgsryssstern 
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鳃 | 先 间 不 定 积分 


所 以 


| ea 之 村 六 二 -元 er (sin 5 了 十 和 cog 5 十 三 ， 


{141) | ez gid 本 | “dz 一 部 | 是 COS 了 天 日 革 一 到 e: 兰 | sees 之 下 可 工 


| eem 2 一 如 ob 2z+2 | en27xdz=efoos 27r+2sn2t) -4| eroos 2zdzr， 
从 而 


| ees 避 二 dd 一 二 er (cos 27 十 2sin 27z) 二 妆 ， 
所 以 


| ezsinzydz = 亲 er 一 《eceos 2 工 十 2sin 2 和 ) 十 居 . 


Imz lma Imrz Imz+3lnzx ln xz 
(15) | 人 dz 一 +3| 了 可 z 一 6| 了 dz 
3 2 
-6 二 dz 
定 了 开 
| 了 
= - 卫 开 0 6 


《16) | sstm Jqdzr =eosfln 工 》 十 | sinf]n z) 卫 dr 


二 | cos0n z)dz， 
所 以 
| estn z)dz= 计 z[eos(ln z)+sin(n z)]+C， 
注 若 令 f=in z, 则 可 看 出 本 题 与 第 (13) 题 本 质 上 是 同一 种 类 型 题 ， 


【17) | 【arcsin zz)dzr 二 二 [arecsin 工 】? -2| 二 
本 


= 芝 [arcsin 福 ) +2 | aresin rdt IT- 好) 


=2farcsin z 半 +2w1-w2aresimn -ar 
(18) 令 上 =vVz, 则 z= 旺 ,于 是 


[vse=da | fed 二 2652 41 fedz =2efi 一 27 +4| edt 


=2e (六 -2t+2)4+C=2e (zz-2v 工 12]+C. 
(9)》 令 5=Vz+il 则 工 = 疡 -1 于 是 
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8 2 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 | 确 


| ea =-2| sedi=2te -2|edt=2e0t-D+C 
(VE+T-1T)+ 


(20) | mn(z+VIT 亚 )dz =xntzr+w1+22)- | 十 二 4 


=zinfz+wIT+aE)-Y 1+ 瑟 十 尼 . 


4. 已 知 F(z) 的 一 个 原 函 数 为 ， sm 工 , 求 | FLz)7(z)dz， 


于 十 Sin 工 ” 
解 由 题 意 
加 Sin 位 cos 工 一 9 
用) [二 fsin 工 妈 。， 
于 是 


| rz)A(z)dz 本 | (zalf(z)= 症 PP(z)+C 


(eaos 过 一 下 呈 你 半 
= + 
27T 二 之 sin 之 儿 (， j 


5. 设 广 (simz)=cos2z+tarzr, 求 F(z). 
解 设 上 =smr, 则 
太 ( 遇 =1- 2sitz+ 和 二 -=1-24+ 和 = 
1-sin 一 二 工 一 
从 而 


HA(z)= | (zjdz= | | 


2 


1. 设 Fln xy)= , 求 | 7 玉 王 Jdz， 
解 人 


| me)dz 二 | edz- 中 | pre)de 7) 
_ InLl+e -1 

所 是 | 工人 
__ lai+e 1 5 
ea- Je 


忆 


由 区 


-Inter+1)+C 
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@ 低 六 站 不 定 B4 
=-(e +l)lnti+er 二 芝 + 忆 . 


引 liI 十 
过 区 


让 求 不 定 积分 | 5 2 dz 与 | 寺 让 
解 记 工 = | 二 富 和 dz,D= | 吉 天 2 dz, 则 


SI 补 十 CoS 工 Sin 二 十 eos 半 


dfsin 荆 +6os 过) 


=lalsin +Teos| + ， 
Slim 寺 十 DOS 工 


和 一 五 = 
于 是 


= 到 (z+lnlsin z+eos zi)+C,D= 广 (z-lalsinzt+eoszl)+C， 


8. 求 下 列 不 定 积分 的 递 推 表达 式 (m 为 非 负 整数 ) 


(1 工 = | szdz; (2) 工 = | amzdzi 
《3 二 到 全 【4 了 二 | rs 工作 工 | 
CDS "全 
《5) 了 三 | esnzazi 《和 ) 工 = | mnredz fa 天 一 1 
(7) 工 = |- 芋 一 dr; 全 有 让 
以 | 二 二 


解 《1)1 工 = | siazdz= 一 | sm zad(eos 工 】 
= sin reosz+ (na | sn zeoy adz 


一 一 sin' Treos 工 +{2a 一 D | snz(l-simz)dz 
= 一 Sin 1 zeos 直 十 (7 一 1 CT， 一 工 )， 


于 是 


二 1 + 末 一 人 其 一 工 本 
了 六 Sin 。 工 c08 z+ 一 【 囊 二 23 4) 


时 


其 中 丽 = 寺 +CT = -ceosy+Ce. 
(2) 了 = | tanzdz= | aarz(eecer- ldz 一 | azattan 了 


= tian 了 一 了 


其 中 四 =z+eCT= 一 lnlees zl+C. 
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5 2 换 元 积分 法 和 分 帮 积 分 祥 | 确 


{3} = | 全 二 2) | -和 sin zdz 
研 cosc 了 


CoS 
tan 一 0 区 ta 全 也 
几 有 三 -fa-2f7 一 了 ，)， 
二 -2 一 【天 2) | 一 一 一 一 区 0 (有 一 21 了 一 了 3) 


于 是 


1 snz 柱 一 了 本 
站 (=2,3,4， 让 


其 中 了 = 二 , 胡 = 各 |see 二 +tan 二 | 十 导 ， 


【4) 了 工 = | sin 之 机 富 二 一 | atees 了 上 = 一 了 工 ”es + | eas 凡 昌 了 


过 -2 
二 一 五 "POS 并 十 班底 " sinz-atz-D|z si 工 日 开 


二 一 eos 二 十 Nt” Sin 全 一 允 ( 芋 一 1 了， ( 三 234，)， 


其 中 古 = 一 cos 和 + = 一 cos 工 +sin 工 二 但， 
《5S) 本 三 | esinrzdz 二 ersin" 工 一 其 | ersin" reos XU 
一 esin rz 一 四 姑 Sinr 1 ro ztaj| ee-Dsn zasz-simz]dz 


=ersin rz 一 Tersin zecosz+z[Cz 一 1 一 2 ]， 
于 是 
丝 (一 一 ]) 


esin'z nsinr | zcos z) + 了- 【下 =2,3,4，…)， 


其 中 二 e 十 亡 , = 六 er(sin 工 一 Cos 了 十 站 


【6) 当 站 一 一 ] 时 ， 
夺 = jzaz = |mzdm 工 站 二 [Im 之 二 
几 十 二 
当天 -1 时 ， 
J1， = jezaz = 全 [> nnz 一 zj jn? dz] 
十 邓 下 
上 | 2 间 二 
二 折 "他 [于 2- 【7 于 ,23…)， 

1 

其 中 1 = Te + 局， 


工 ” 0 HE 一 1 
人 | 唱 Y 二 一 区 
TVTE- Ce-D | zx?VI=adz 
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代 | 弟 六 章 不 定 积分 
z VE- 交 +(z-D | 天 一 二 0 


5 
于 是 


了 是 下 【天 一 了,3 4， ， 
如 扯 


其 中 刀 = aresin zz 上 +C， 五 = 一 YL1- 和 二 C. 
(8) 工 = | 2 开 二 2 上 dz 
二 


十 卡 二 


1 卡 二 二 六 | 二 汪 - 1 十 工 
"1w 十 并 we 
三 也 OO 
于 是 
TYwY1+ 2 一 了 
和 玫 一 上 0 《 二 23)4，…). 
KK 中 =2VT5z+C=al yi + 已. 
ww + 十 1 


《ez 十 百 )d 【ar 十 古 )G 工 1 
29， 导出 求 了 TIE+ 玉 ， 全 和 |」( 必 + T 二 2 二 dz 


型 不 定 积分 的 公式 . 
2 人 二 2 全 十 沉 ) + 四 村 之 
守 十 28+ 0 的 | 十 和 站 一 
eln|z+ 引 | 一 人 个， 0 
到 本 ln|z; +2t 二 六 | 十 Srctan +C,| El<17|， 
? Te 让 ? 
_ Re 
辣 训 和 2 计生 池 | 玉 二 人 | 交 人 和 光 全 二 | 市 汪 入 全 下 
7 人 了 引 
art+B)dz  @『 dz 0-oe)| 这 企 
Wi 十 2Er 十 矿 “ w 十 2 十 Wi TDREr 十 六 


avVZ 2 人 x+ 有 + 全- 难 )njz+e+W 天 36 大 | +C， 
症 az+v Z 2 人 + 六 dz 
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4$ 2 ” 换 元 积分 法 和 分 邦 积 分 法 哆 


邱 | 证 (2 的 +(-a6) | 二 2 十 人 dr 
全 (zz+26r+ 玫 室 + 全 | (e+ 下 HT 下 + 全 -和 | (x++V 亚 + 有 | | 


十 已. 


上 


10, 求 下 列 不 定 积分 


(D | (5z+3)VTET2dzi | 人 
《z 一 dz { 工 十 2)dz 

31) | 一 一 一 一; 《4) | - 二 

g| T+T+l 省 7 


解 ee 
二 | YY 放 十 二 二 20 +x+2)+ W 十 定 十 2 
=- 
+ IIVaT 
二 十 元 十 ) 冯 二 十 交 十 分 
+ mn[z+ 志 十 WW 定 0 


106 


(2) | (z-DVzY3z-5dz 
= 天 | V+2z-5d(zt2z-3)-2|VzT27 5dx 
= 本 (+27-3)-(z+DVTTTI5 5 
+6ln|z+1+VzT2525|+C， 


(G)‖ -7 (z 一 lidz _ 工 - 子 | 


了 2 了 
忱 下 于 元 二 了 Air 二 二 1 1 3 
[sz+ 王 | + 末 


-Vs+z+T- 瑟 nlz+ 可 +VT+ETTj+C， 


G) | (z+2)5dr 从 S 


虽 灾 
W 5 十 开光 W S 十 交 一 站 了 


人 
“ w321 


11. 设 ”次 多 项 式 P(z) = aiz ,系数 满足 关系 >，T7eTTT = 0, 证 明 
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伪 | 第 关 不 定 如 人 


不 定 积分 | [二 je dz 是 初等 函数 ， 


证 设 五 = 上 edz, 则 


= -+ 二 edz， 
= -于 和 (kt=2,3…a)， 
由 此 得 到 
号 名 二 (二 je + 7 | 王 dz 外 
其 中 9)( 幻 是 上 的 上 -1 次 多 项 式 ， 当 =0 时 ,积分 


Ra e 
| 2: gz 三 &Qne 十 三 Eee 
三 扯 ES (e+ 上 dz 
由 一 于 生 上 一 】 村 一 (一 1 权 
三 上 ne 十 0 (二 e- 十 忆 
届 < 和 过 二 


为 初等 函数 ， 

33 有 理 范 数 的 不 定 积分 受 其 应 用 
1 ee 
ee (| 二 -TDdri 
ee ie 
(| -dz; (0 | -二 
(7) | 字 二 4dri (8) -二 dr; 


Go9)| 二 dz G0) | -5 


了 


更 多 教材 下 载 : htt p: //Xxuexi . hagongda. com cn 更 多 考研 资料 下 载 : htt p: // kaoyan. hagongda. comcn 
$ 3 ”有理 函数 的 不 定 宙 分 及 其 应 用 | 克 


+1 
人 订 元 人 是 -o 


并 十 了 到 


六 本 


全 人 | 到 [| ER 

| 这 二 了 fr 二 TIfz+Ty { 工 二 1 
] 工 一 1 上 

= 志 划 二 十 二 下 


2 十 了 _4zr+ 吕 滞 “ 
人 -1)0z+1l) 3 J 风 


(Ar 十 吾 J( 和 十] 二 【Cr 二 DJ se 
点 十 万 三 0， 
也 + 了 =0， 
将 
吾 一 万 = 了 3， 


解 得 4A=1,C= -1 日 = 了,D = 一 于 5 .所 以 


2xz+3 机 二 外 1 1 
1 人 ss 二 


ln 


1 
YY 本 
1 
AR 
z+l +I (rt+2 工地 3 【全 二 3) 
副 站 (十 2 十 3 和 3 十 如 (二 1 二 2 二 3 Cd+TTDfz+3 
十 站 (zz+1(z+2) (+3) + 下 ( 工 + 革 (+2 (+3)+ 开 (zt+1T)Cz+2) 一 z， 


令 了 = -1 ,得 到 A= - 言 伶 z= -2, 得 到 C=2; 令 z= -3, 得 到 下 = 了 1 


再 比较 等 式 两 演 六 .的 系数 与 常数 项 ,得 到 
点 十 + 了 =， 
134+128+C+1llDD+ 瑟 =0， 
108 疝 十 54 召 +27C+361D+12 开 +45F=0， 


于 是 解 得 人 -再 ,B- -5,C> C=2,D= 人 各, 玉 = 革 ,F= 忆 , 即 


更 多 教材 下 载 : htt p: //xuexi . hagongda. com cn 更 多 考研 资料 下 载 : htt p: // kaoyan. hagongda. com cn 
国 | 某 六 章 不 定 积 人 


{ 人 十 二 ee 


1 5 2 13 3 
BCzr+U 二 2 ”Ta 3 
所 以 
| 区 过 工 
【 工 十 1 十 2) 【全 十 电信 
0 
8 | (z+l(z+7 人 | FT ET 有 37 
(4》 因为 
1 三 1 四 1 
[(z +4zr+4)(r +4z+S7 (c++4z+4)0zI+4z+5) (xz 上 +47+S5) 
让 ES 1 
3 二 4 十 4 二 4 二 { 十 本 十 5 六” 
所 以 


| = 一 二 aretan(z+2) 一 | 站 全 2 2 
【十 直 十 4 人 工 - 十 4 之 十 3) 开 十 过 [1+ 人 《zt+23] 
EN 工 十 了 了 

了 atctank 工 十 切 十 性 - 


3 六 1 zz 
G) | -dz 性 守 2 


=nlz+ll -到 | 


” 一 之 十 1 二 小 二 二 二 
2 羡 一 工 
=ln|z+1l - 人 一 了 十) TY3arctan 十 己 : 
2 全 订 
二 卓 立 | {z +1)-(zs 一 1) 
(6) 解法 上 +z+l 2 | 络 Te 
= 到 等 td - 《之 一 了 
2J 礁 +r+T 


| 
了 性 只 


4 x+ + 二 | 二 xz 十 之 十 工 


- 寺 | 上 一 工 +1 + 到 | dz 


小. 


汪汪 一 让 十 和 


ee 
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4 3 “有理 函数 的 不 定 积分 及 其 皮衣 | 欧 


秆 法 二 : | -二 = 1 | (1- 妇 )dz 


TAITT 王 」z+z+l 2 7 二 玲 +1 


1 zz 1 | 
=_” arctan 二 二 + 工 也 二 一 一 一 十 坊 
人 
1 ， x+z+l 1 | 
= 二 ln 二 一 一 一 十 一 一 arctan 十 己 ， 
1 和 二 +1 1 V3 
得 | 外 和 ee 二 十 
注 本 题 的 附 案 也 可 以 写成 下 识 一 六 了 采 8TCEan 一 三 人 
(7) 因为 
工 : 十 5 工 二 4 的 
本 0 十 21 下 二 
所 以 


人 
| dz= 可 < 误工 +21z 一 80linlzrz+4|+C. 


{8) 因为 
芝 上 人 二 
十 一 站 【之 一 人 久之 -十 二 十 日 ) 下 之 一 1 4 十 全 十 介 
所 以 | 
| > 人 二 机 
区 二 人 一 看 8 二 二 和 4 ww 23 
_ 1 1 了 工 ，|1+ 琶 1 
网 
| Y2 + 工 Y2 RE 
(40) | -= | 环 这 本 下 区 | 本 
了 
22+w2zrz+l -vv2r+l 
而 呈 +w2rt+tl 1l 1 1 
| 十 2 出 这 
8 zz-wAIr+t 14 2+w2r+l 工 -vv27r+l 


- 旺 全 (aamn 人 (fi +atctan(y2z-1) ) +C. 


0 | ED- | (1 1 


六 十 | 二 jxz+r+l 
:十 并 十 十 
= 了 ia 三 了 + ER < Ce 


如 十 1 开 十 定 
0 nd | 


更 多 教材 下 载 : htt p: //xuexi . hagongda. com cn 更 多 考研 资料 下 载 : htt p: // kaoyan. hagongda. com cn 


多 | 革 关 章 不 证 各 人 


3 

守 可 

三 
立 


证 1 
=| = dz+ 李 mn 


_ 1 本 jd 二 1 

于 | 二 之 :十 区 二 了 | 

1 3 全 二 St 了 + 品 工 
ee 白 二 二 2j 达 +z+1 


汪 
二 三 了 
3 证 
-311D+ 坟 acan221 
本 
+ 可 三 了 | + 
下 


= 了 inlz-1l + 二 In(z+z+1) -nlz| 
1 2 十 1 
十 一 -arctat 
V3 Y3 
于 了 _『z+z+l-+l 
035) srdz= | (2 填补 人 


LI 
| 十 工 十 | 2 +TF+l 2 】 


和 人 


四 《下 ++ 寺 
人 

有 3 20z zt+1) 

] 

| 

并 Ma Et 万 十 信 
加 2 二 十 ] 工 十 ] 
和 柯 本 


人 2 dc 
(4)| 5 芭 人 -| 远 乱 和 | 适 d- | dr 5 了 | 全 
=nlz1- 呈 mll+zl+C， 


(15) | 一 wdz = 工业 和 十 23 
( 二 2z 二 2) 10J(z +2r+2) 3 Dr+fz 十 1 六] 
_ 二 和 

10(z” +227 十 2] 10(z +223 +21] 


一 aretanfz 十 1) 二 交 


”十 2 1 
一 人 1 二 厅 而 arctan(z5+1)+ 相 
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5 3 有 理 丁 数 的 不 定 积分 及 其 应 月 克 


] 上 站 1 
46 | rs rdz = 下 | 到 于 Tdta ) 二 -元 jx dmTT 


1 dz _ 工 工 " 
丁 十 并 笃 了 站 了 和 十 二 


计 
2 


十 一 -arctan "十 半 - 


之 玫 


2 在 什么 条 件 下 ,7(z) = ee 纪 六 < 的 原 函数 仍 是 有 理 函数 ? 
“十 下 十 二 卫 尼 
解 jz)= 一 rzTTJr 可 化 为 部 分 分 式 寺 +FHT+TTTTT ,于 是 
(+172+Brfzd+1y+Crsar+pr+c， 
要 使 f(z) = 2 十 好 + 的 原画 数 为 有 理 函 数 ,必须 A = 0,B = 0, 由 此 可 得 


2 十 1 
鼠 = 一 人 ,cec = 


3. 设 户 (z) 是 一 个 拉 次 密 项 式 , 求 


力 《 工 ) 
人 人 
【和 
解 由 于 思 (z)= 2 (za 所 以 
记 《] 所 记 人 《Ta d 工 
| 请 半 | [人 和 
2 记 (a) 
kx 下 《 姓 一 旧 ee 
ta 
+ 普 人 一 4 + 尼 . 
好 1】 
4, 求 于 列 不 定 积分 


由 区 
wz 一 ab 一 2 
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@| 和 六 章 不 定 了 分 


则 全 
一 一 一 ri; 
四 十 本 
[一 和 (| 
人 )| 有 | 站- 


诗 1 邯 1 
_ _ - 
本 了 | zav 于 和 子 V3+47 于 | v5 下 基 
-到 V5 生 -VC2+4z7+C 
= 去 (z-DV5fT+C 
(2) 不 妨 设 e 雯 声 ， 
| 由 全 =| 冉 并 
WA《 之 一 下 从 直 一 奖 j ~ 
人 | 
arcsin 入 二 @ 一 袁 + 
吾 一 如 


注 “本题 也 可 令 = eceos +asinmt, 解 得 


可 守 加 :一 光 
| 三 2arcsin 二 十 必 . 
G) | 王 下 1+ 工 一 交 刺 二 了 | 只- 二 5 + 了 | 一 全 一 
汪汪 好 W 1 十 工 一 天 二 全 一 站 1 二 一 玉 


全 之 ”十 言 arcsin 二 


] 
二 1 定 十 二 由 工 一 二 
(4) | 一 -一 一 一 dz = | 一 一 一 dz= | 一 一 一 一 
| 二 下 十 王 | 二 和 与 直 7 
| Y 工 +1 十 习 ， 
让 
注 这 里 假设 xz>0, 当 xx<0 时 可 得 到 相 疝 的 答案 . 
wz+l-wx 了 证 
【1) 出 光一 寻 了 二 人 
| 着 7 | 和 zr+wYzr-1 


= | (z-V 到 -1T)dz 
到 上 5 二 IT+ 半 | 了 |+eC 
人 DZz+YTZ 


注 本 题 也 可 通过 作 变 换 ;=\/ 王 “ 来 求解. 
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$ 3 ”有理 函数 的 不 定 积分 及 其 应 月 晤 


十 ] 开 十 荆 了 
(0 | 二 -dz= dr=Vz-1+inlz+wzcTl+C. 
并 VY 刀 -1 


十 
注 本 题 也 可 通过 作 变 换 f =\/ 二- -来 求解 
dz 匡 工 
9) | 一生 一 -| 一 一 -1 + 二 +TwYft+z)l+C 
人 烛 四 
之 十 二 | 一 一 
人 
=2in(yTTE+VEJ+C 
{S) 设 z=tanz , 则 
dz _ act Cos_tdt - -dsn 
人 4 十 区 tan isec it Sin 
下 2 


(9) 设 ee =#,dz=4bdt, 于 是 
二 -全 (市 


=2 纪 一 4f+4nit+llt+tC 
=2Vvz-4vyz+dnfyr+rI)+C. 


【10) 设 := z- 了 ,出 补 二 信 dr= 汪 有 于 是 


卫 
【下 4 本 
jd] 
3 
四 了 | 爷 一 喇 
三 5/ 2 1 


GD) 设 := /3 1 , 则 z= 2 六 ,dz= 亲 呈 de， 于 是 


区 人 td 
后 了 下 让 


= -站 1 一 1 ] 
z 一 |] 天 +7+1 


1 2 二 
一 1| + 二 laf 基 二 1) 一 wY3arctan 十 忆 
< Y3 


3 2 
人 
| -1 
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@ 便 | 第 关 间 不 定 积 人 


十 
--vY3arctan 一 士 亡 


李 -了 mn(y2rT-y2E5 
LE 十 忆 ， 
vY3.wV+i 
(12) 设 上 =vYi+zz=i-1l, 于 是 


| dr 并 = jd 
去 ( 瑟 -1 2 TI 241 


5. 设 Razyp:z) 是 waym 的 有 理 落 数 , 给 出 
| R(z, YaFEVETEjas 


的 求法 . 
解 变 上 =YVae+z, 则 了 = 归 -aidz=2zdi， 


人 于 dt 


再 人 VE, 则 4 人 生生,df- 寺 26 可 du 内面 
We 
让 
6. 求 下 列 不 定 积 分 : 
(| 于 汪 (| 计 汪 


妖 工 口 工 
G) | 5 (6) | ET 
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$ 3 有 理 函 数 的 不 定 积分 及 其 应 月 | 确 


加 工 
(7 ) | 二 G) | CraECTTT: 
(9) | tan 交 tantf 十 各 ] 半 工 j 上 
Sin 池 十 COS 和 
(LD) | 二- 丰 (12) | 了 各- sin 
Sin cos 闲 


解 (1 设 x=tan 末 , 则 cos r= 1 ,xz= 二 1 4 ,于 


3+tan 关 
| dd 国医。 -了 | 六 不 二 三 岂 j 2 14+p 
出 十 SeoS 交 号 一 中 和 站 
3 一 tan 本 


(2) 设 x=tan 本 , 则 sin = 和 zs= 28rctan 玫 ,dz= T 全 2 ,于 是 


| 5 -| 蝇 下 了 28#+1，e 
2 十 Sin 区 在 下 有 5 症 人 本 


-下 
Y3 V3 
区 deat 交 ] 1 3 
9 有 汪 -1 和 汪 - 贞 人 作 | 
民 ) 3+siE 3esc x+l 和 + 3oot 工 二 cot 工 六 人， 


注 本 是 也 可 通过 作 变换 := tan 立 , 解 得 


品 工 YY3 | [| VS 工 
人 一 tt ~ CR 
| 去 宇 -- RE arctab 万 an 本 十 5 arctan(VStan 本 上 会: 


了 

呈 工 = | 器 工 = | 0 1 
+Sma 二 cos 工 站 王 3 工 了 人 

2sin 本 co8 万 十 2co8 学 2z[an 到 + 

-| 一 一 一 di(em 序 )j=a tan 林 上 1 + 七， 

tan 二 十 ] 
之 
0》 设 了 1 
& = tan 本 ， 时 sin 工 二 To 90S 工 一 TD 之 二 2arctan 玉 ， 
由 = [2 ,于 是 


| 二 工 1 喇 到 
2 二 eos TS 了 了 1 
(本 
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多 | 第 庆 条 不 定 和 分 


-下 
并 十 
三 CR 2 十 捷 三 arctal 汪汪 - 二 忆 . 
| 所 5 所 司 和 


(6) TS sin 了 二 cos 
| 7Jsnz 人 {2+cosz)fT 二 oos zy cos 六 ) 


| CD8 邢 
了 


2+cos 了 4) 人 一 5os 7 汪 多 
巡 fcos 二 ) 


了 1-eogr 


1 1 汪 1 
-了 | 到 吉 5 5ja(eos z) 


_T |1-ooexz| 1 |1+ooszx 
三 下 了 | 二 Se 二 
-= 工 m ktL-cos zx 人 2+cosz) 4 
刘 (1 +eos 工 ] 
CO) 吕 下 = | COSs 上 上 日 工 -| 天 Eekeosz) e08 下 夺 feos 六 ) 
taa 次 十 Sin 开 sn zfI+eosYJy 人 二 之 )(1 二 ecos z) 


三 -证 空 写 二 人 -es ) Z) 一 (1 dcos 羡 ) 


cos zf +ocos 了 


qcos z) 1Tf dcos z) 
站 于 人 


一 cos +eos 六 } 


一 eos 
二 Cos 于 


] 
IT 


_ 工 证 
下 tan 本 十 于 ， 


(8) | dr 四 I 人 一 (十 训 )] ] 滞 
sintz+ajcosfTD cosf ea 一 三】 sinf 了 +aJcosr 二 方 ) 
吧 1 | cos 二 十 总 ) Sin{ 全 十 百 ) 
cosf ce 一方 】 ( 简 生 分 + 汉 CHjdz 


sinf +a) 


cos[ 之 土 吾 】 0 


1 
cosfa = 厅 利 


《9) | am 并 ta 到 定 十 吕 )d 全 
当 a = 反 时 , 原 积分 容易 求 得 
当 a 关 & 5 时 ， 


ra 之 t 忆 人 工 十 站 yd 一 | 人 一 1jdz 
tam 巡 
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COS 学 


cosf+a] 


(010) | see Sin ceOS 守 和 《Sin 二 十 6o3 1 
sin 了 十 cos 了 之 Sm 了 十 CoSs 工 


一 全 十 忆 ， 


tam 召 


= 六 (sin zcos 站 | 定夺 本 同人 汪 | 
5 


RE ES 工 十 开 
一 4tsin 工 6O8 了 ln van 到 + 得 ] 十 三. 
GD | 由 工 _ 《si 荆 十 cos dz 中 六 晶 这 
sinz reos 六 Sin cosz co 可 工 sir 
= 一 tan 之 一 cot 下 十 契 三 一 2ecot 2 十 站 . 
0 于 辣 Sin 区 1+sicezr 一 1 ， = | 
证 t+sit zx 革 上 2ta 芭 光 
三 了 se 家 二 全 
党 0 
in > 
ee 
区 dz (6) | nl1+ z2)dz 


(7) | 二 aresin 工 ] 


ca 人 
1 一 工 Vi 


ee (10) | VszsinVzdzi 

工 十 sim 开 近 下 十 Sin 二 
0 于 总 二 ar; (2) | 王 和 dr 

3 : 
而 | 至 ， 1 (14) LS 了 工 一 Sm 王 呈 
dz 

(5) | = | 二 和 

全 一 丰 0 a “sin DT 0 


| 
1 一 工 


示 工 
Us， 人 (18) | zl 
机 下 
(9) | Vi 了 arcsin 工 口 之， (20) | 二 9 
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@ 价 | 节庆 着 不 定 录 分 


袜 E 0 让 re 1 号 
解 (ID | rdz - | zeadrfez= + | 十 Te“ )dd 工 


ln 六 站 二 让 四 dz 
(2) | dz = |mzamrerr -Tryrnaz | 5 


-万 nz la(z+V1I+ 克 )+C 
村 


(G3) | 到 (z+YT)dz =xlt(z+y 到 ) -2 In(z+w 于 /dr 
Se 
+2| VI+z 一 dr 
=zm(r+wVIl+ 匹 )-2Vv1+mmn(zr+wI+ 总 ) 


十 了 工本 亡 ， 


【41 jvzmzdz ) 三 子 zilnzz -了 | xn 了 由 工 


> 


至 了 (3in2z - 4in zh+ 一 9 | ztdz 


LN 


记 (gln2 之 一 12h 工 二 8) 十 . 


加 


{S) | ezh dr 一 -| sin xzdter 一 eraiht 工 一 | (2zsin 工 十 42oos 区 了 
=erfzresin 之 一 2rsin 交 一 acos 工 ) 
十 | esin 生 十 4reos 工 一 sin 工 )dw， 


于 是 


| > :ersin zdz = 可 e fsin 工 一 2xsin 并 一 io z)+ 语 | eeCsin z+4zeos zjdr 


由 于 


下 由 
站 sin xdz 二 可 e 《sin 二 一 cos 二 ) 二 站， 
| se 了 守则 工 = | 了 CO08 让 der ) 一 ereoos 工 一 | seos 刁 一 开 Sin 于 ?村 于 
这 忆 Yeos 克 一 | em 于 由 工 十 | za 了 昌 Ce ) 


=eczrfeos 工 十 Sn 1) 一 | em dr 一 | em 堪 十 这 Cos 交 )dz， 
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内 而 
| szems 辽 昌 全 = 5 (epos 了 +sin) -到 | (eas 灾 二 Sin 袜 ) 福 
1 二 2 
= 也 8 “zfeos 工 十 Sin z) 一 林 e sin 工 二 尼 ， 


所 以 


| Persia dz 一 末 er [人 (2 一 1sin -Tizcos + 


(6 | nfl+z )dz = zlnfl+ za)- | 让 -az 


一 证 扣 人 十 一 7 十 2arctan 工 十 总 . 


二 | Yarcsin 克 dW 1 一 了 7 
- 工 YV1- zarcsin 工 
+ VTemsi “7TEj 
-了 V1- zarcsin 开 十 于 十 -eeesi 施加 让 


、 
一 十 W Tarcsin 十 记 了 十 ja 冤 加 farcsin 六 ) 


0) ee arcSin 工 | 


f 


| 


工 zaresim | 


Y 于 一 证 


所 以 
arcsin z - 序 RE 1 :， 1 2 
革 一 工 afcsin 十 十 .全 二 十 了 (aresin 工 闪 二 站. 
| 了 二 二 


| dz 
了 WwW 2 | 订 一 2 二 一 人 


十 王 
这 本 事 心 : 
法 “本题 也 可 通过 作 变换 : =\/ 到 二, 解 得 
可 序 2 3zf+3 
| 一 一 - 人 | 
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鳃 | 条 六 章 不定 积分 


(9) | atanVzdz = ramtanVZ- | 运 dvV 带 = zarctanwW 人 一 Y 交 十 是 


二 人 伺 ， 
(10) 令 4=vzr, 则 二 = 纪 , 于 是 
|VzsinVsadz -2 | si td = 一 2820o8 e+4| oos 上 


= -28cos :+4tsin -4| m dt 

=(4-26)eos 二 4tsin 十 宛 

= (4-2z)yecoswz+d4wzsnwz+C 
(| 生生 dz = | 一 全 dz- | 2 汪 2。 


十 eog 二 2 让 荆 十 eos 半 
2cos 广 


= 二 tan 交 一 | mm 到 az -inGlteas 立 】 


2 
= ztan 汀 十 2ln ce 到 | - (ma2+2m oo 于 |)+c 
= ztan 池上 全 ， 
注 ”本题 也 可 以 如 下 求解 ， 
这 
福 十 Sn 2 下 
了 二 cos 并 = | dz+ | d 
2cos 达 2co 时 二 
之 了 


一 袜 tan 于 一 | 二 二 中 |m 误 dz 一 tan ， + 


(2) | 汪 sdz = | 人 ds ) 
号 工 ] 一 与 翌 
有 | 人 sm 工 jd(sin z) 
二 一 Sin 卫士 Sin 并 


表 十 
= 芝 | 邱 9 sin 光 )} 十 wW1T+sinr， 


一 Si 于 


在 等 式 右边 的 积分 中 , 令 t=wti+snzr, 则 
全 zdrsin = 人 2 灶 


1 一 sin 让 


+ 亡 ， 


aa 
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所 议 


人 dz _Y2| +VI+sinz+ 
cos 下 这 人 


(13) | smrzdz 本 | 吧 


人 
二 ta Si 了 交 一 | mm zftsin 立 二 tan zsec 沁 )d， 


所 岗 

sn xdyr - 了 +an 下 Sin 宇 一 5 | mm 证 Sin 工 品 工 

GO 了 之 光 
了 1 『1-cos rz 
=-=tanzrsinr- 三 | 一 一 d 
了 2 COS 全 
1 1 
一 tan 宇 Sin 证 一 于 Inl tan 元 十 Sec 十 | 十 本 sin 开 二 忆 
1 
二 记 sec ztan 工 -Inltan 了 二 See 了 | + 尼 ， 


(4) | 。 CS 二 生 | 汉 一 | 空 <dtsin 并 】 二 dlsee 史 ) 


王后 了 (一 Sec 宙 》 一 | 补 "dz 


十 | se 工会 COS 工本 工 


= 下 工 》 士 所. 


dz _ dter ) 一 工 
(5) | = -= | 全 = 可 加 | +C， 
所 dftanrh) 1 问 
人 本 Le 人 ee 0 六 arctan| 全 tan 于 世 ， 


(17) 令 上 =y, 则 zx= 纪 ,于 是 


| dz- | 志和 nd= 6n| 


生生 和 
(18) | zlnj dz = 子 x IT 一 [ 这 dz 


aresirl 郊 | 本 


G9)|v 1- 三 atcsin rdzr 一 这 YL1-arcsin | 本 
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从 | 第 关 章 不 证 积分 


一 二 YY 1 一 waresin 之 一 可 好 
1 一 一 
”| 一 一 一 了 arcsin 赤 日 工 
光一 站 


一半 1 arsin rz 可 妈 - | VT- arasin zdz 
十 | as 工 红 srcsin 工 ) ， 


所 以 
| w -zzarcsin 二 dz 一 


过 YT-zarcsin 克 一 于 十 到 | arcsin 工区 atcsin 过 


了 粘 下 一 atcsin 工 一 下 守 十 于 (arcsin 开关 十 安 . 


(20) 令 上 =e , 刚 


| dz Qi =| 1 六] ja 
【1 +es iT +t) TCD 
有 汪 e” ， 1 
= ]n 工 + 了 人 
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第 七 章 ” 定 积分 


331 定 积 分 的 概念 和 可 积 条 件 


1. 用 定义 计算 下 列 定 积分 : 


GD) 上 区 G) | ardz 【ay>O0)， 


息 


解 (1) 取 划 分 :0< 工 < 二 <…< “<1 及 各 = 二 (=1,2,…,a)， 风 
| 1 _ ea 1 区 二 
az = 二 ,于 是 Z [二 +bj 施 = 生 (1+ 二 )+6 可 十 百 【了 ) , 即 


] 
| (er+B)dz= 玉 +， 


(人 2) 取 划 分 :0< 二 < 二 < < 


-<1 及 8 = 二 (=1,2,…,n), 册 


允 


和 
Ac = 二 ,于 是 六 中 二 = 二 全 全 因为 王 na (nr ,ol (nrreoy， 


iT 一 aaa) 下 2 
担 
1 arfl G) aa t 
所 以 2， 和 (1- 下 二 , 基 
! 到 
| eaz= 1 
和 袜 


2 证明, 著 对 [a,6] 的 任意 划分 和 任意 6E [za] ,极限 tm FS)Az 
都 存在 , 则 /xz) 必 是 [a ,六 ] 上 的 有 界 画 数 、 


证 用 反 证 法 - 设 疗 >) 7(E )Az = 二 则 取 e = 1, 39>0, 对 任意 的 划分 


症 与 任意 避 E [2 zj, 只 要 六 = Iax (At ys 人 ,就 有 | rean | 所 
人 1 一 | 


[| +1 .到 定 了 划分 后 ,na 与 Ar, (1=1,2,…,2) 也 就 确定 了 ,如 果 rz) 在 [a， 
5 上 无 界 , 则 必定 存在 小 区 闻 [ =，， ,和 门 ， 扩 了 ) 在 [-， ,上 无 界 . 取 定 本 于 
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伪 | 委 上 上 章 定 积分 


6, 必 可 取 到 吕 , 便 | FE)azr| 1TT+ SOAa +, 岗 


1 了 +1> | 王 re)an | LACeJAzl- 也 (8)Azi| 
211+ 1ZA(6)aa| + 一 [re)aa | =1T+1， 
从 而 产生 刻 盾 ,所 以 A(z ) 必 是 ra ,6] 上 的 有 界 夯 数 . 


3. 证 明 Darboux 定理 的 后 半 部 分 :对 任意 有 界 画 数 ff(z), 恒 有 
lintS(P) = /。 
证 Ye>0, 因 为 了 是 S 的 上 确 界 ,所 以 3S(P')ES, 使 得 


0 和 ! - S(P)< 厅 ， 


设 划分 忆 :a=zKzicz<…<zi=bM,im 是 六 xz) 的 上 ,下 确 界 , 取 


全 一 min AriAzi Ary romTTMT 1 
对 任意 一 个 满足 4 = goax (Az )<8 的 划分 
了 :三 了 宝宝 了 乓 了， 

记 与 其 相应 的 小 和 为 S(P) , 现 将 已 ,P 的 分 点 合 在 一 起 组 成 新 的 划分 P” 则 由 
引 理 7.1.1,S(P) - SCP)s0、 

下 面 来 怖 计 S(P") - S(P)， 

(1) 者 在 (z, zi) 中 没有 的 分 点 , 则 SCP“),SCP) 中 的 相应 项 相同 , 它 
们 前 莽 为 零 : 

(2) 者 在 (2 -0z,) 中 含有 尸 的 分 点 ,由 于 两 种 划分 的 端点 重 侣 ,所 以 这 样 
的 区 得 至 多 只 有 户 - 工 个 .由 汪 的 取 法 ,可 知 

0 
所 以 在 (zi 元) 中 只 有 一 个 新 插 人 的 分 点 7 , ,这 时 SC(P) ,SP) 中 的 相应 项 
的 莽 为 
| 一 (人 一代 一 六 (CNM -一 TCM 一 天 二 ， 


从 而 0 和 SCP) -SCP)<(p-DOM- zi)5< 三 
综合 上 面 的 结论 ,就 有 
SLS)=L-SCOPD)]+[S(PD)-S(PDI]+[SOD-S(p)]< < 王 +0+ 号 =e， 
即 
imS() = 一， 
让 
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4. 证 明和 定理 了 .1.3, 
证 必要 性 是 显然 的 .正面 证 明 充 分 性 ， 


设 Ye>0 ,存在 一 种 划分 已 ,使 得 相应 的 振 郴 满 足 > o'. Az“< 三 ,部 


5fP”) - SCP)< 椰 .下 咱 = min |AAz AravwvazoCDCT | ,对 
任意 一 个 清 足 1 = max (Az ) 欠 3 的 划分 
了 :aa=2 挟 TI 福 区, 二 起 ， 
现 将 P ,P 的 分 点 合 在 一 起 组 成 新 的 划分 已 , 则 由 Darboux 定理 的 证 明 过 程 ,可 
得 
0<S(P)-S(P)=[S(P)-5S(P)]+[S(P)-SCP)]+[LS(P -SCP)] 
+[S(P)-SOP IJ+[SCP -SOP)] 


< 可 +0+ 本 +0+ 司 =e， 


由 定理 了 .1.1, 可 知 ff(z) 在 [a,5] 上 可 积 . 


5. 讨论 二 列 函 数 在 [0,1] 的 可 积 性 ; 


1 了 
(1) An 上 人 
人 有， 妆 三 候 ; 
-1，z 为 有 理 数 ， 
必 一 
CA-| 。 为 无 理 数 ， 
的 站 ， 芝 为 有 理 数 ， 
G) 7Ca=| 2 为 无 理 数 ， 
开 
如， 工 二 个. 
解 (1) 0 窒 f(z)<1, 且 7z) 在 [0,1] 上 的 不 连续 点 为 = 于, 于，…, 工 ， 


“与 z=0.Ye>0, 取 定 刀 > 二 ,f(z) 在 区 间 | 工 ,1] 上 只 有 有 限 个 不 连续 点 ， 
所 以 A(z) 在 | 却 ,1] 上 可 积 , 即 存在 | 二 ,1] 的 一 个 划分 忆 , 使 得 waAr < 


林 , 将 尸 的 分 点 和 0 合 在 一 起 ,作为 [0.1] 的 划分 P , 则 
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国 | 半 七 章 定 职 分 


站 十 上 


， 色 胡 工 ,= 和 oj 站 并 + aiAri< 训 十 避 =E， 
由 定理 7.1.3, rz) 在 [0,1] 上 可 积 . 

(2) 因为 对 [0,1] 的 生意 划分 己 , 总 有 w = 2, 所 以 > w Ar = 2, 由 定理 
7.1.2 可 知 fx) 在 [0,1] 上 不 可 积 ， 

(3) 因为 对 [0,1] 的 任意 划分 王 ， ,于 是 


> warn= 2 到 一 五- > 袜 汪 一 省- 二 本 人 
4 


1 一 | 


一 祁 (z 一 zo ) = 
所 以 站 z) 在 [1 上 不 可 积 . 
1 1 


(4) -1 迄 F(z) 志 1, 且 A(z) 在 [0,1] 上 的 不 连续 点 为 = |, 于, 卫 …, 二 ， 


莽 


… 与 =0.Ye>0, 取 定 ><, 刚 Xz) 在 | 过 ,1| 上 只 有 有 限 个 不 连续 点 ,所 


以 7z) 在 [二 ,1] 上 可 积 , 即 存在 [二 ,1] 的 划分 王 ,使 得 > w An < 壮 . 将 己 
的 分 点 与 0 公 在 一 起 作为 [0,1] 的 划分 忆 , 则 
So Arzr' 一 > waz 二 四 1 由 交 1 人 可 十 本 =e， 
所 以 Fz) 宇 [0,1] 上 可 积 . 


6. 设 Fz) 在 Le,5 上 可 积 . 且 在 fe,5] 上 满足 | fr) 之 有 20 为 党 
1 
数 ) ,证 明 -Fr 在 [ea ,5] 上 也 可 积 . 
证 任 取 [a ,8] 的 一 个 划分 := 辐 苹 了 宝生 | 二 工 一 瑟 , 刚 


“7 关中 c(7E7TDj< 坟 最。UCO-UGO)= 直 wh 
由 于 .F(z) 在 La,p] 上 可 积 , Ye>0,3 了 8>0, 亲 = ax (Az)<8 时 ， 


wCDazn<ms 从 面 7 jar <e， 所 以 了 在 [a， 上 可 积 . 
7. 有 界 函 数 Az) 在 [a ,b] 上 的 不 连续 点 为 | zx, 17.，, 且 tim zx 存在 ,证 明 


rz) 在 [a, 吉 ] 上 可 各. 
证 不 妨 访 lim ze= <, 且 ceEta,5), 并 设 |Ffz)1 委 MYe>0, 取 信 = 
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min 一 区) 百 站 时 ,zx 一 ec 妇 全 


尼 
五 厂 生 
由 于 Ffz) 在 [ac-83]j 和 jec+g)5] 上 只 有 有 限 个 不 连续 点 ,所 以 乒 z) 在 
[ar- 人 6l 和 [ct+s, 5 上 都 可 积 , 即 存在 [。 ， 一 合 ] 的 一 个 划分 PP 和 [cec+ 人 SO ] 


的 一 个 划分 P6 , 鸽 得 of azP< 枉 ， > ww (Ar 9< 王 .将 PE , P 的 分 点 
合并 在 一 起 组 成 [ae ,5] 的 一 个 划分 已 , 则 
> wans Ze Ax 人 十 roP Ar 和 +4M3< 可 + 本 + 


所 以 六 < 在 [a ,5 上 可 积 . 
c=& 或 c= 记 的 情况 可 类 似 证 明 ， 


0 


8. 设 六 z) 是 区 间 [e, 问 } 上 的 有 界 划 数 ,证 明 FA(z) 在 fe ,5] 上 可 积 的 充分 
必要 条 件 是 对 任意 给 定 的 = >0 与 v>0, 存 在 划分 己 , 使 得 振幅 w e 的 那些 小 


区 间 [ zx -zi] 的 长 度 之 和 > 4Az <5{ 即 振幅 不 能 任意 小 的 那些 小 区 间 的 长 


to 入 
魔 之 和 可 以 任意 小 ). 
证 充分 性 : 设 | FIz)| 和 M.Ye=c>0, 存 在 划分 ,使 得 振幅 g 闻 E 的 


那些 小 区 间 的 长 度 之 和 SAr <e ,于 是 


时 


>iwamn= Dioar+ > oar<f-a)+2M]s， 
如 补 二 2 


1 
即 F(z) 在 Ja ,8] 上 可 积 . 
必要 性 ;用 反 证 法 ,如 果 存 在 se >0 与 m >0, 对 任意 划分 已 ,振幅 w 六 ev 的 
小 区 局 的 长 度 之 和 不 小 于 ou ,于 是 
0 去 > ，oiAz， 十 > aiAzr 六 En 人 tn ， 
:= 


中 茎 晴 如 头 针 


则 当 、， = 部 红 | Ari [一 0 时 ， aiazi 不 赵 于 零 , 与 FLx) 在 [a ,站 ] 上 可 积 了 矛盾 . 


9 设 扰 z) 在 fa ,下 上 可 积 ,4 所 FUz)SB,g(z) 在 [A,B] 上 连续 ,证 明 复 
合 元 数 gf(F(z)) 在 [La ,5] 上 可 积 . 

证 由 于 g(z) 在 [A,B] 连 续 , 所 以 可 设 1g(ae) 过 M,H go 一致 连 续 ， 
于 是 Ye>0,33>0,yYax aeE[A,B], 只 要 |z-o| < 就 成 立 


。 几 它 
| (一 中 < 到 站 
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镭 | 各 上 证 定 各 分 
由 于 FA(z) 在 [ec,5] 上 可 积 ,由 上 题 ., 对 上 述 s>0 与 3>0, 存 在 划分 P, 使 
得 振幅 w,{ 户 袜 他 的 小 区 间 的 长 度 之 和 小 于 ji7 ,于 是 


机 


>， 人 (go 让 Ar,= 放生 (8 人 Ax 十 okE" 门 Az， 


JS ooi 亲 2 


<5T ZI Ar +2M > Ar 


< 2 


E 后 
< 了 7 人 一)+2M 7， 
即 复合 画 数 g(A(z7)) 在 [a ,6] 上 可 积 . 


连天 细 定 积分 的 基本 性质 


1. 设 Fz) 在 [a ,5] 上 可 积 ,g(z) 在 [a ,5 上 定义 , 且 在 [La ,8] 中 除了 有 限 
个 点 之 外 ,都 有 Frz)= gz) ,证明 gz) 在 [a ,5] 上 也 可 积 , 并 且 有 


「 rar= | eaaz: 


证 设 仅 在 z=c(=12,…, 六 ) 处 rr) 天 gfxz). 对 区 间 [a ,5] 作 划分 : 
已 = 人 2 信人 人 了 了 二 在 任 取 记 ELz zz], 则 


性 昌 


8B(5JAr- > 76)aAr= > 0g(E)- FE))Az 


一 了 一 


其 中 > 表示 仅 对 含有 tc 中 点 的 小 区 全 (至 多 2 个 ) 求 和 . 
记 Ma = su,1s(z)，M:= so,1A(z)lYe>0, 取 9= 370TTRT， 
则 当 4= max Ar|<3 时 ， 
[Ce -ED))az|<e， 
所 以 由 FAz) 可 积 , 可 庆 8(z) 也 可 积 , 且 成 立 | 7(z)dzr= 「 sa)dz 


2. 设 九 z) 和 8&(z) 在 [a,5] 上 都 可 积 ,请 举例 说 明 在 一 般 情况 下 有 
| rsCoazzx 人 人 /(z)dzj [由 ecodz) 


解 例如 FA(z)=gfz)=1LzEf0,21, 则 | Hzjdz=2,| 上 (dz 一 2， 


| A(z)g(zjdz=2, 所 以 | Hz)eg(z)dzzx 人 | aidz 直 全 ez)dz) 


ee 
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$ 2 定 积分 的 基本 性 质 | 感 
3. 证明 ;对 任意 实数 s,6,c: 只 要 | Hz)dz,| KGz)dz 和 | 7(z)dz 才 
存在 ,就 成 立 
人 roaz= aaer | adz 


证 如 设 e<u<xc, 则 | 六 ?gz 王 | Ar(ada 十 | 7z)dz, 于 是 
| dz= WE | Adzr= | zydz+ | aar 
其 他 情形 可 类 推 ， 


4. 苦 断 下 列 积分 的 大 小 : 


【1 ) | zaz 和 下 《21 Ygzr 和 | 了 
(3)》 医 [去 ) sz 和 | 27d7; [4 | sin 艺 虽 守 和 了 dr 


解 (1) 当 =E(0.1) 时 ,z> 了 ,所 以 上 2 | 区 


(2) 当 二 和 (2 时 ,rr 过 姑 , 所 以 [ 之 日 宇 馆 | dy， 


(3) 当 荆 E (二 2， -时 ,到 | >2 ,而 当 xE(0,1 时 ,2 广 2， 


由 积分 第 一 中 值 定理 ,可 乔 民 ) d > | 2*dz. 


(4) 当 荆 关 0 时 ,sinz 过 所 以 | Sin 由 r 均 | QT . 
0 ， 0 


5. 设 六 rzr) 在 [ae,5] 上 连续 , Fr)z20 但 不 恒 为 0, 证 明 
| Ga)dz>0 
证 法 一 ”不妨 设 jzi)>0rcta' tb) 由 limAz)sPzo)>0, 存 在 


cn05 8>006<minla-xzo-zn), 鸽 得 当 了 EUz 一 szi+B)y 时 ,成 立 
FTzr)>c. 于 是 


| au=| ”Kadzr| adarr| maazz| (ada>2y0 


Frxro)>0,ro=a 或 ro= 六 的 情况 可 类 似 证 明 . 
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从 | 第 + 天 各 分 
证 法 一 《利用 下 一 节 的 定理 7.3.1(2)) 用 反 证 法 ,车 | 7(z)dz= 0, 则 
Yeeia:5,| ALz)dz=0. 由 于 F(D)= | az)dz 在 [e,6 上 可 导 , 且 Fi 


= FAaeEfa ,的 ,所 以 有 7(=0, 与 是 设 首 导 ,从 而 必定 成 立 | (zjdz>0 


6. 设 zx) 在 [a,] 上 连续 , 且 F 产 (z)dr=0, 和 证明 Fr) 在 [fa,b] 上 桓 


为 0， 
证 上 证 法 若 拓 zz) 在 [ae ,5 上 不 恒 为 0, 由 7z) 在 fa ,上 连续 ,可 知 


P(z) 在 [a,6] 上 连续 , 且 瑚 (z) 之 0. 由 上 题 知 ， | Payaz>0. 与 | Ptz)az 
=0 韦 盾 ,所 以 PKz) 在 [ae ,5 上 恒 为 0 


7. 设 函 数 六 z) 在 [ae ,8 上 连续 ,在 (a, 关 ) 内 可 导 , 且 满足 
zaz=AD)， 
证 明 : 存 在 kE (a,b) ,使 得 六 (8) =0. 
证 “由 积分 第 一 中 值 定理 , 3 9E | 。 ,2 了 2 ] ,使 得 


如下 由 
AD)=7 | Acz)dz=7(5)， 
再 对 帮 z) 在 [9 ,5 上 应 用 Rolle 定理 ,3EE(y,5ICUe 5, 使 得 产 ( 提 =0. 


证 明 ， 
/二 | (oOdjs 于 | Fe(D)dt 
证 糊 区 间 [0,a] 作 划分 :0= 丰 去 在 二 < 二 =a 记 At 一， 
= 名 下 1 E [5 二 .由 于 了 下 凸 , 由 Jensen 不 等 式 ( 习 题 $.1 第 24 
题 ) ,得 到 
几 p(e) 全 |j 坟 > Ap(s)ae， 
令 1 一 0, 上 述 不 等 式 就 转化 为 
了 了 工人 < 
几 二 (CDdrj 和 二 Fe(D)dt: 
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9. 设 F(z) 在 [0,1] 上 连续 , 且 单 调 碱 少 ,证 明 对 任意 wE [0,1] ,成 立 
于 7(zydz>a| 所 二 
证 法 一 “问题 等 价 于 证 明 对 任意 E [0,1] ,成 立 
0 -dropdz>e| lz)dz 
对 不 等 式 两 端 应 用 积分 第 一 中 值 定理 , 则 存在 ze [0,a] 及 zc[a,1], 使 
得 (1- | Kz)dz=s(1-a)7(zi) 及 = | Ar(z)dz=- 二 


显然 有 7zi)>A(za), 所 以 得 到 (1-a) | zaz>e 到 二 
证 法 二 “由 下 节 定理 7.3.1(2) 设 Fla)= | A(z)dz-。 | Frfzydz , 则 
0 -az)dz. 由 积分 第 一 中 值 定理 , 3eE [0,1] 使 得 Fe) = 


「 raar， 即 F(a)= Fe)y- Fe)， 


由 于 了 单调 减少 ,所 以 当 0< ae<eE 时 ,Fe)B20, 即 FFfa) 单 调 增加 ; 当 上 < 
a<1 时 ,Fa) 委 0, 即 下 (ae) 单 调 减 少 .由 下 (0)= FI(L)=0, 即 可 得 到 YeE[0， 
1] ,成 立 Fa )20， 

证 法 三 当 a=6 时 ,不 等 式 显然 成 立 . 当 Et0,1 时 , 令 工 = 中 ,利用 


F(z) 单 调 减 少 ,就 得 到 | 0 | 0 [ Fr)dt， 


10,《Young 不 等 式 ) 设 y= ff(z) 是 [0,oo) 上 严 稿 单调 增加 的 连续 函数 ,日 
70) =0, 记 它 的 反 画 数 为 = 广 !(v). 证 明 : 


| 几 T)dz+ 起 六 (3?)dqy 空 四 《ae>0,5>0). 


证 先 证 当 上 = 六 a) 时 等 号 成 立 ， 

将 区 间 [0,aj] 作 划分 :0= za 扩 i 扫 区 二 | 妇 并， =ey: 记 和 = 六 rz) (ii= 
0 121 则 0= 加 坟 福 < 办 = 再 记 Az=z 一 zaAy = 
六 一- 于 是 


人 交 >iF(x)Ay= 六 ， 和 CE 十 RE 
i=1 iT +=1 1 


一 定 wyw 十 让 0 至 好 五 ， 
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@| 第 章 定 积分 

记 4= 甸 东 14z, | , 当 一 站 时 ， 1 NA 十 内， Fwhay 的 极限 为 
上 天 工 )dz 十 六 (37dy， 
企 春 

这 就 证 明了 当 5= Fa) 时 ,| 3 f FS 


在 一 般 情 况 下 , 设 FUa)= | 太 (全 )dzr 十 六 (dy ~ ob, 则 F'(a)= 


aa) -6. 记 六 工 )= 五 ,可 知 当 0<a 过 了 时 ,Fa 单调 减少 , 雪 a>T 时 ， 
FIa) 单 调 增加 ,所 以 EUa) 在 a= 工 处 取 到 最 小 值 . 由 上 面 的 讨论 ,可 知 最 小 值 
FIT)=0, 从 而 Fe)30, 这 就 是 所 要 证 明 的 . 


注 当 5= 7(a) 时 ,| 交友 本 二 | 广 !(y)dy= 由 的 结论 也 可 直接 从 几 
和 何 图 形 上 看 出 ， 


11. 证 明定 积分 的 连续 性 : 设 函数 F(z) 和 所 (z)= A(z+ 太 ) 在 [a,6] 上 可 
积 , 则 有 
国 | An)- Kazjldz=0 


证 由 于 上 六 (z)= 六 rr+ 下 ) 在 [za,5 上 可 积 , 可 知 存在 8>0, 使 得 Arz) 在 
[a -全 疙 +] 上 可 积 . 设 | 产 z)| 委 朵 【rzEle 一 人 + 人 由 于 Ffz) 在 [ae ,5] 


上 可 积 ,Ye>0, 存 在 对 区 间 fa ,p]2 等 分 的 划分 ,使 得 当 ” 一 4< g7 时 ,成 立 


滞 0 


0 < 去 ,其 
4 


另外 , 当 ” 二 < 肘 , 记 wu ,anst 分 别 是 站 -2 ] 和 和 


| 4， 2 二 | 上 的 振 柱 , 则 wo<2M ,wiisS2M， 
因为 
自 世 汪 
| Rao-Walldz=| LAGnD-Az)ldr， 


且 当 | 让 < 盖 2<min 


5 对, xEixr zz], 可 知 


工 十 左手 [ 袜 ， 定 - 关 二 二 加 [上 


其 中 zi=4a- zuii= ve， < 


天 
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从 而 有 | 产 二 + 站) 天 区 中 委 本 + + 于 虹 


和 中 
| AD -AD iar 六 (wwe+wn)az 区 +(on 
四 Ts 上 


二 


生 


此 


所 以 


外 | 1ACz) -Atz)ldz=0 


12. 设 ffzr) 和 gfz) 在 [Le ,bo 上 都 可 积 ,和 让 明 不 等 式 ， 


{1)》(Schwarz 不 等 式 )[| 7(z)g(zjdz] < 站 Ptz)dz， | 芭 (z dz 
《2) 【Minkowski 不 等 式 ) 


1 


Co +sCoTaz| < 人 coaz 本 eeou 世 


证 《1) 由 于 对 任意 的 1， 积分 上 


中 Pz)az 十 2 人 Feme(z)dz 十 台 《dr20， 
记 以 其 判别 式 恒 为 非 正 的 .也 就 是 成 立 


[estmaz] 芭 | Padz | etzjdz 
(2) 由 | zjg(z)dzs || | 区 dz 1 5 
| 了 《7 idz+2 1 82(zjdz 


<| 户 (rdrT2 | 吧 攻 开本 交 


得 到 


本 吕 :dz | 8 (rr)dz， 
即 


| [F(zJ+g(z) dr 近 [epu 十 
两 边 开 平方 ,见得 到 


了 13 
| 


由 rery; s(z)]dr| 去 Hz Ca + | (dz 


上 
呈 人)d 


13. 设 几 r) 和 gz) 在 La ,bj 上 连续 , 且 Fz)30,g5(z)>0, 证 明 
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如 ||CAz)etzyazr 上 = 邢 瑟 由 
证 因为 在 [a ,5 上 gz)>0, 所 以 有 10< 问安 旨 z) 委 M<+o. 记 = 
扎 E) = JaxFz) ,不 护 设 入 >0 (因为 4 =0 时 等 式 显然 成 立 )- 由 limA(z)= 
六 有, 可知 YO<e<A, [ap]jCra,p], 使 得 EE[e,8], 且 当 zE[a,8 时 ， 
成 立 0<A-ecg&zz) 委 和 ,于 是 


人 下 rescmaz <4A[LM(E ay)] 二 


南 于 当 w >oo 时 [mlp8-o) 全 -1 [Ma)1 1 所 以 3N>0 当 ，>N 
时 ,成 立 [mpB-a) 本 >1- 生 与 [MG6-a)]<1+ 给 ,从 而 当 > N 时 ,成立 


A_-2e< 由 reoaoaz <A+2s, 即 和 reoscoaz 4 <2e， 


所 以 


Jim 上 Eastnaz = 入 = 匡 虹 帮工 ) 


畏 汪 。 竹 积分 基本 定理 


1. 设 函 数 /(z) 连 续 , 求 下 列 函 数 FUz) 的 导数 : 
区 下 | rod (2)》 F(z) = 三 Apue 


【ar | 卫 


一 一 -dr ， 
1 十 庆 


(3) F(z) = | 
解 (1) Ff(z)= - | FoDdt, 记 以 你 


(2 Fi(z)= Fla zjvtin zj = 二 ff 


，》 
0GF(a = 一 一 一 sz 
本 si 十 《 Sin cos 之 ) 
骨 
2. 求 下 列 极限 ， 
人 站 
训 全 ， 中 
【1) jam 二 【2) 2 
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8 3 ” 微 积 分 著 本 定理 [ 


了 袜 了 之 
| arctan 忆 )2dw 由 ee du ] 
全 帮 了 遇 2 (41) im 人 EPE 革 
贡 下 十 四 1 十 人 工 亲 ee 则 六 
骨 
cos 天 由 
解 (11lipn 一- =1limeos zi=1， 
工 -由 于 必 一 自 
2 
站 已 了 的 一 esin 并 】 


局 攻 


| 【arctam 卫 天 由 全 3 
， (aretan  ) 过 


【3) lim 三 ， lim (arctan 空 ) 一 下 ， 


并 本 号 
] 十 区 
(| dj 2 村 到 
z ; 和 2 
《4 ) im = 1 im 一 一 = 1 
人 2 e 2 


3. 设 所 xz) 是 [0, + ) 上 的 连续 函数 且 恒 有 jz)>0, 证 明 


| tr td 


| ad: 


号 ( 工 ) 一 


是 定义 在 [0, + ce)} 上 的 单调 增加 函数 . 
证 因为 
7 z| Fod 一 下 td 7z)| 人 z 一 臣 天 站 址 


人 


| 大 dd 
所 以 gf(z)= 一 是 定义 在 [0, + co)? 上 的 单调 增加 函 数 ， 
| 大 (dt 


4. 求 函 数 FLz) = | (DG-2)2dt 的 极 值 ， 


解 广 z)=(tz-liz-2) 令 广 (rz)=0, 得 到 z=1,2. 因 为 当 z<l 时 ， 
Frz)<0 当 1<rz<2 或 z>2 时 ,六 (z)J>0, 所 以 上 =1 是 极 小 值 点 ,=2 不 
是 极 值 点 .由 


三 EN 和 EREEsseeeeeeeeseeeseeegaeewemsasr>e 一 一 一 


更 多 教材 下 载 : htt p: //Xuexi . hagongda. com cn ”更 多 考研 资料 下 载 : http: //kaoyan. hagongda. comcn 


@| 


可 知 ffz) 在 zz=1l 处 有 极 小 值 fl1)= 一 


所 以 


第 七 章 ” 定 积分 


j | [ez-2 关 + 一 2) dr= 一 


吧 | 


5. 利用 中 值 定理 求 下 列 极 限 ; 
二 dz 0O) | 下 =dz (PEN,) 


解 (1) 由 积分 第 一 中 信 定 理 ， 


= lim 


1 人 
im| 二 


6. 求 下 列 定 积分 : 
上 | 2Z2(2 一 22)2dzi 


3) {2+ 十 3 


Ne 


人 


【 电 ) 下 BY Sin 全 日 十; 
癸 
1 
0G0 | zaretan 六 介 工 ; 
1 


3 
了 


0 


[1 
ao 十 去 


1- 


17 


12 


条 
到 


(2) [ 


2 


他 -De -zt+l)dv 


下 z( 代 一 4z2)0dri 


1 

(6) | atrcsin 荆 QLF 
业 

《3 ) 人 ytan dri 


40) | 人 


十 上 
《12) | ztzlnfz 一 1)dzri 
二 
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了 本 1 于 
2 20)] | zs/ 二 dr. 
《19) 民主 二 十 二 | 所 


1 1 4 4 1 神 
解 | -2-zj)zdz= | (47 -45 + )dr= 可 一 + 可 二 1 
2 (xz 一 1)0z 一 工 十 1 加 一半: 本 四 
人 
人 
G) | (2 +3)dz= | 人 
了 所 1 ] : 也 有 过 
| 二 dz = -于 | (1 4722yudfl -422) 
心 和 
1 
avi 王 _ 上 工 
了 二 
(zz+2zr+S 2 TOz+lI+d4 20z+2z+5) 1 16- 
1 1 1 
(6) | arcsin rdz= zaresin z| | 芝 人 
日 业 自 1 - 亲 
(7) | 。 -dz = 0.( 奇 函数 在 对 称 区 间 上 的 积分 为 夫 
“可 
人 “ 于 
(8) | ztafzdz = | zeadr- | wd 二 tan 了 | mvdr- | dr 
目 站 
HT 1| 
二 


9) 下 esim dr 一 | er (leos2rjdr ,由 
0 


2 
下 机 寻 
开 证 了 上 玉 了 丈 昌 

areos 327 三 ecos 27z| + esin 了 zad7 
0 


于 上 时 和 < 
一 一 e 一 1 十 2e Sin 过 并 -4 e cos 2ZUdc， 
四 性 


下 


得 到 因 er cos 2dz 一 一 
站 


村 
ez 十 二 


5 ,所 更 


高 


至 开 亚 十 下 一 
| ersinzzdr= 村 ( 星 -1)+8 二 
侨 


10 5 


Go) | sinftln 之 )d 这 一 snflna 莹 | cosfln zy)q 字 


=etsin 1 -ceos1) 十 1 一 | sinafln 工 ) 本 工 ， 
1 


| eeesaemeeeasiuaseeeaipieaeeapiaaiaiaii 


更 多 教材 下 载 : htt p: //Xuexi . hagongda. com cn 更 多 考研 资料 下 载 : htt p: // kaoyan. hagongda. com cn 


国 | 划 t 上 站 定 和 人 


所 以 


二 
本， 
县 


:1 并 
，- 椰 | Tedz 


| sint ln 守 Jr = 本 (sin 1 -eeos 二 ) 二 
1 


寺 
11》 | Tarctan dz 王 椰 zaarctan 更 


了 
_ 于 1] 1 _ 于 ln 一 1 
3 5n2j= 百 + 6 
(2) | = In( 一 1jdz = 椰 空 n(z-DD- 寺 | 2+z+rl+2T frjaz 
-可 (z: -lntz 一 了 一 可 [可 字 + 玛 富 +z]+C， 
所 以 
十] 了 -可 [ 椰 2 人 用 
= 亲 @ + 日 ， 
Ymz 2 | v 机 了 
1 2 加 2 中 
司 本 | 
2 


上 了 
| ezz+Td -2 全 和 人 二 人 
0 1 


dz 1 dte 号 二 
(5) | -一 | -二 Infe + 1+e 】 


8 YA 了 十 蕊 


=n( vvI+ 巧 -1)+ln(J +l)- 
16) 令 zx=sin tt , 则 


etLhG 


0 1T+w1+EE 


了 dd 了 
二 一 一 一 二 = 一 3. 
上 (1 
立 站 2 
(17) 令 上 = Zi， 一 ,dz CE 


四 和 


=2 柯 吕 +e+3t+4in(1 一 中 研一 
本 1 一 /| 3 
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; 3 向 积分 基本 定理 | 侈 


注 “本 题 也 可 令 上 = 工 +1, 得 到 
2 
| (ij az= | 4- 8mn 2. 


1xz2+l1 站 dz-z) 1 一 1 _Y2r 
人 
5 dz df(z-) _ 五 ，2+5 
19 三 一 = 一 ntz-+w+r | = 一- 
1 YITL+ 1 wY 十 于 (: 人 )， lt 
1 了 1 2 
(20) | 宇 7 二 dz | | VE 
0 WwW 27 一 入 0 | 开 
-| YEPd-2V 到 -到 2 一 
上 0 , 克 过 - 
工 _ 5 工 - - 
玫 2 本 于 2 ， 


注 “ 本 题 也 可 令 zx=1+sin : ,得 到 


6 
zAj idz= | 生 届 全 志 二 
了 一 也 ， 二 


7. 求 下 列 极 思 : 


站 十 呈 2 十 了 十 十 了 
(2) yois (>0) | 


{31) lm 二 [于 +sin 全 + .十 《于 也 
中 一品 于 天 失 本 


解 《1) 原 式 = im [二 + 全 + 到 二 一 于- f zdz= 也 ， 
() 原 式 = 四 (全 ] 二 = 人 rdz= 
(3) 原 式 = 吧 [ 袜 sn 二 = | Sin 拭 开 柜 圭 一 


8. 求 下 列 定 积分 ， 
《11) | coag ”开工 《21 | Sin 和 dz 


一 吉 


-es 下 直 。 | . Com cn 
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转 | 条 上 章 定 和 分 
【3) 上 (ae 22)rdzri 【4) 上 理工 二 于 让 4， 
0 0 
【5S) | 衬 "]n7 rdri 【61) 上 宇 罗 "二 加 全， 


解 《1) | sseadr 加 sosrzdu 十 | soszdz， 
站 和 到 
在 第 二 个 积分 中 , 令 ， =x- z, 则 
亚 站 到 
cs'zdz= -| SS cos 人 ， 
玉 6 


所 以 当 ， 为 奇数 时 ，| cosszdr =0 


(2) 当 ”为 奇数 时 ,显然 | sinazdz 一 0， 
当 = 为 偶数 时 ， 


5 8 
| Sih 天 二 工 =2| Sin" 浊 T7 = ?| S] 拉 ”rr 吕 二 十 ?| Sim 吕 dd 之 ， 
一 怕 卫 看 


在 积分 |， sin zar 中 , 令 z=r-, 则 
了 


FT 修 
人 Sin tr 芝 4 一 一 | sin" (一 上 df 一 上 sin"y 本 z ， 
了 入 
所 所 


| sin'zdr=4 人 sinrzdy = (3 了 as 7 交 
环 0 5 人 一) 


(3) 全 工 = asin + , 则 


“ 2 323 Ht+1 。 3mr1 让 《251 了 1 二 
| (ae 并 一 | eus 0 站 2 
】 
(4) 念 了 = 二 sin t， 刚 
了 
1 


和 
| dx2f1 一 4 md = 言 | sinyeosiltdy 一 让 [ceos2t 一 cos di 
9 0 


8 
=- 襄 ( 到 由- 到 1 .2011 
8 2111 5 儿 = 高 211T 


生 [ 扩 十 卫 了 一 让 
G) | Zazdzr =- ~ > in | 过 | 下 各 ”” 示 全 全 
和 严 十 ] 0 和 
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8 3 向 积 分 基本 定 至 | 个 


加 3 | 当 曾 了 9 六 
= -区 | rm 了 dr 一 …=( 一]) CT 本 
717 
=《 1 
] 天 1 1 工 了 开 1 ] 叶 
G6) | TInrdz 二 记 : jn | 末 rn zdz 二 万 e 本 | zlm dz 
] 
= 本 本 总 汉 本 -| raszdz 王 介 
加 上 
是 】 
-和 CD] CD xd 
| 本 at 
=| 了 二 十 学 人 1 于 + 1 De 


9. 设 F(zr) 在 [0,1] 上 连续 ,证 明 ; 
四 让 0 下 人 
(2) |， zr(sin rz)dz= 王 | 和 
证 〈1) 令 = 本 一 x, 则 
Feos zjdr= 下 Flsin idt= 上 sin zy)dz 


{2》 念 : 上 = 并 , 则 
昌 袜 站 SiH rrJdz 三 | (rr 一 巧 FSsin td 


=x| Fr(sin 工 )dr 一 | 了 FSsin rz， 


所 以 
直 淆 六 Sin 交 ) 工 二 四 | 六 (sin 并 yqdz， 


10. 利用 上 题 结 果 计 算 : 

【1 | sir 人 | 下 di 
定 

昌 ) | 1+sin ss 


艇 0 |， zsin rdz= 开 | simedz=| Si 了 L 1 
0 2 Jo 1 
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@| 半 上 上 章 定 和 分 
蚁 于 1 
工人 下 _Siny 有 三 
0 | 荆 天 本 本 亚 可 arctan Cos 革 开 
_ 姑 本 = 村 工 了 dftan z) 
G) | 二 人 ， 了 [二 站 十 Sin 六 0 主 十 2tar 


v2 


retan[vVItan 工 ) | 一 -十 工 


| 


11. 求 下 列 定 积 分 : 
0 了 [dr 02) 上 sgnf 并 一 交 )dz; 


2 
G) | zlz-aldz; (4) | [er* ]d>， 
5 
解 (1 | [zldz 
三 | ad 十 2| dz 十 3| =dz 十 4 dz 十 5| -dz = 285 . 
21) | segn( 芝 一 zs)dzr= | 1dz 十 | 《 一 1)dzr=0. 
3) 当 se 时 ， 


二 < 
| 人 攻 
当 0<a<xLli 时 ， 
1，a li 
| 子 | 一 申 |dz= | 一 人 )dz 十 | z(z-e)az= 可 o- 呈 + 可 : 
当 e 衬 1 时 ， 
| 了 | 之 一 4 dz= | z(a-zjdr= 哇 - 椰 


| [e]dz = 大 1 人 询 5 因 


可 了 


In 5$ 
3dz+ | 4dz 
虽 4 


In 6 且 了 
| | 


hn 5 In 各 


浊 
6dz+ | 7dz 
im7T 


王 芭 ~]lnf71、 


12. 设 Aiz) 在 [a,bj 上 可 积 且 关 于 了 = 了 对 称 ,这 里 e<T<5, 则 
[ 乒 定 jdr = 随 (zjdz+2| KMz)dz 
并 给 出 它 的 几何 解释 . 
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4 3 改 积 分 基本 定理 | 奏 


证 | 大工 )G 三 | ma)ar+ | adz+ 上 zjdz， 

由 于 F(z) 关 于 = 了 对 称 , 所 以 六 2 工 一 工 ) = Ffzr), 于 是 , 令 工 =2 了 一 症 
则 

了 了 五 己 吾 

| Kazdr= - | Ar-oa= | or-od= | ADd= | Adz， 
所 以 
由 卫 下 一 由 下 
| (zydz= | 7(z)dz+2| 7(z)dz. 


从 几何 上 说 ,由 于 7) 关于 工 = 工 对 称 ,所 以 积分 |， 7(z)dz 与 积分 


| eaoaa 表示 的 是 相同 的 面积 ,从 而 上 述 等 式 成 立 ， 


卫 
过 已 站 工 妆 2 人 


13. sr-| 1 计算 [= | 六 荆 -2)dz. 


下 人 儿 内 
解 令 上 = 工 -2, 则 
Frtldt = | Fitdt+l 扩 旨 dt = 四 - 吕 f 十 人 
1=|. | 上 | 1 二 e | 


ES dfte +1 过 这 所 十 工 人 
上 + 了 | 。 d()= 间 2 + 本 (Ge 人) 


14.， 设 画 数 7(z)= 开 | (1250t)di ,其 中 画 数 gf(zr) 在 (- oo,+oco) 


上 连续 , 且 sC0=5, | zftjydi=2, 证 明 F(z)=z| eg(Ddz- 上 ig(t)dt ,并 
计算 挛 1) 和 产 (1). 
解 H(z)= 训 | (22ztt+tg(0dt 


= 互 z| 区 (1 相 一 工 | (td + 五 | 下 区 (di 
等 式 两 边 求 导 ,得 到 
太 (z)=z| g(Ddt+ 于 mg(z)- 人 | 到 (Dd + mg(z)j + 可 28() 


=z| gd |， 好 (dt 
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@| 第 七 天 定 各 人 


再 求 导 ,得 到 广 (z) = | gd P(z)=g(z) 所 以 
天 上 j 演 芋 记 合生 闻 


15. 设 (0, + co) 上 的 连续 函数 AUz ) 满 足 A(z)=nz-| 0 
| Fa)dz， 
解 记 | Frzrjdz=a, 则 Prz)=lnxz-a, 于 是 


人 三 | 成 工 )dY = | ln rdzr 一 afe 一 1)， 
所 以 
1 


= 二 In 二 二 二 
PE 所 1 忆 


16. 设 函 数 7(z) 连 续 , 且 | 请 人 党 二 de = 了 arctan(z2),F(I)=1. 求 
| aydz， 
解 在 | xl2z-zdr 中 , 令 v=2z-4 风 


上 本 必 (2z 一 aa)da， 
于 是 
| 
两 边 求 导 , 得 到 
2 He)dw+4z(/2z)-Jr-D)-202xf(z)-(2z-DH2r-D)= Ta， 
将 z=1,A)=1 代 人 上 式 ,得 到 


| 矶 的 


媳 


17， 求 | zj|sin zjldr, 其 中 7 为 正 整 数 ， 
解 首先 有 
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4 3 裤 积 分 基本 定理 | 帮 


【2 二 13 【2 点 十 1 于 
| 工 | Sin 工 |dz = 三 | Tsin 站 dz 一 (4 是 区， 


了 工业 机 
了 上 开 


卫 上 
| 工 | Sin zldz= -| masin 工 dr 一 《4 开 一 ])， 
[31 (2k_1jr 


当 ?”=2 吉 时 ， 
号 十 了 机 


理 再 可 一 ] 【《 守 间 二 二 
| 二 |sin 和 |dz = > | zisinzidzt+| zlsinzldz] 
灿 卫 大 基 【 卫 下 + 1 机 


上 = 日 


= 》 [(4k+1)+(4T3]n]=4an2r 
5 


当地 =2 六 + 时， 
mm 井下 (+ ttlx 12m+1 秋 
| zzldz= 袜 | zlsmzridr+| =lsnzldzj+| 工 |san |dz， 
0 FT 了 如 +JUr mix 


= 十 放 ? 和 十 【和 4 讽 十 二 下 =《2 了 十 二 大 


所 以 


群 机 
| 工 | sin 区 | 4 二 大 2 机， 
D 


18. 设 函数 S( (= 二 lcos dz, 求 Ham 六 三 人 


解 说 arcys 有 (ta+lyr,a 为 正 整 数 , 则 三 下 (z-+o). 由 于 


| loos zldz=n | EU |eos 工 |drs 近 r， 
T 恬 和 面 项 


22sS(z) 2 Se 


二 圭 


可 知 
所 以 


名 


19. 设 F(z) 在 (0, + oo)》 上 连续, 且 对 于 任何 >0 有 
g(zr)= | CDdes 常 数 ,zE (0,+ oo) 
证 明 :jz)= 二,zE(0， + eco), 其 中 心 为 常数 ， 
证 在 g(z)= | Apdt 两 边关 于 x 求 导 , 得 到 


《zs=earer) 天) 二 0. 
了 家 z=1, 则 Fa) = 奴 , 此 式 对 任何 >0 都 成 立 . 记 <= 7(C1) ,就 得 到 、 
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(rz)= 工 ,xE(0,+oo). 


20. 设 六 z) 在 (0,+ ce) 上 连续 ,证 明 ， 


| 7( 这 + 二 jzdz=(n2) | 7 / 主 + 二 jaz. 


2t(in4-lnt1 4 
ee 


于 
了 
立 了 n4 一 了 自 > 
于 + 卫 关 2 


这 


介 工 ， 
所 以 
要 + 人 jae= on2)| 7 人 公 + 二 ) 二 dz 


21. 设 广 z) 在 [a,b] 上 和 连续, 证明， 
Daz | 矿工 )| 委 寺 革 | 7z)dz 人 | . 产 (zz)1dz， 


证 由 于 灰 z) 在 [ap] 上 连续 ,可 设 | FS)| = 了 az)l Elae ,6 及 
| 他 | = _ia | 六 zi ,ELa,5] .于 是 
如 az | 天 工 ) | 于 训 F)1 =| FS- 17 和 LF 鳃 所 人 | 


= 上 reoaz| < | | .PCzr)|dz， 


另 一 方面 ,由 积分 中 值 定 理 , 3fYEfa ,bp], 使 F(t) =- 志 FLz)dzr, 于 是 


并 荆 工 让 二 


gilA(zaIsSIACO1= | 7 [rodz| 


所 以 
max | 六 zx)| = _ 瑟 刘 十 《na | FPCzil=- minTFz)l) 


和 荆 于 后 册 日 荆 二 扫 击 


jdz + [Feidz. 


22, 设 Fz) 在 (-o,+oeo) 王 连续 ,证 册 ， 
下 乒 氏 二 一 下 )] 瑟 = 上 | 卜 rez?dz 村 到 
证 利用 分 部 积分 法 ， 
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$ 3 巩 积 分 基本 定理 | 大 


配 1 一 (中 Adzj | 上 swdu= | 扰 生 并 [证 一 下 )Qz 


网 
注 “本题 也 可 令 下 (z) = | 8)d 一 | | 上 raz 
FTCziE0. 


da ,证 明 


23. 设 f(z) 在 [0,e] 上 二 阶 可 导 (a >0), 且 广 (z) 疡 0, 还 明 ; 
「『 maoaz>ar(3) 
证 将 7F(z) 在 z= 己 展开 成 1 阶 Taylor 公 式 ,有 有 
7(z)= 有 和) 有) 于) 二 Cefz -全 (0<e<a)， 
由 广 (z)}>>0, 得 到 
Ar 人 |- 到 
对 上 述 不 等 式 阿 边 从 9 到 。 积分 ,由 于 | 【= -全 ]dz=0, 就 得 到 


| A(z)dz>af 人 号 二 


24,， 设 冰 数 六 z) 在 [0,1] 上 二 阶 可 导 , 且 广 (z) 委 0,zE[0.1], 还 明 ; 
| HA(z)dzsA 计 | 

证 将 A(z) 在 上 = 本 展开 成 1 阶 Taylor 公 式 ,有 

Fa)=A 椰 )+7()[= -到 ) 二 Fe(z- 却 ) (<t<D， 


由 广 (=)<0 ,得 到 F(z)Sf| 于)+ 了 ( 寺 ][z- 寺 jzer0,1, 再 用 安 闭 换 


Ac 全 hr 全 人 e- 划 


对 上 还 不 等 式 两 边 从 0 到 1 积分 ， 机 [> 2- 李 jdz= 0 ,就 得 到 
) 


Je 人 


更 多 教材 下 载 : htt p: //Xxuexi . hagongda. com cn 更 多 考研 资料 下 载 : htt p: // kaoyan. hagongda. com cn 


多 | 年 上 上 章 定 了 人 


25. 设 F(z) 为 [9,2r] 上 的 单调 减少 函数 ,证 明 : 对 任何 正 整 数 ”成立 
| FJsin md 


冯 wz Cht2j 
证 | za)an urdz= 立 ( 情 H(z)sn nzdz+| outz)sn azdr|， 
点 二 下 


二 上 1 二 二 了 


在 | jzjsin nzdz | zjsin mHzrdz 中 ,分 别 令 = 与 = 


上 秘 总 
《这 上 +) 


| 站 二)Sin azdz= 一 了 几 [全 
iT()sin 姑 世 加 一 一 元 | 5 Ha td 上 


! 由 于 FLz) 在 [0,2r] 上 单调 减少 ,sin 在 [0,z] 上 非 负 ,所 以 
1 区 zjsin azdz = 一 | (; [2 | -| js dt 0 


ti 如 


们 开关 十 让 


: Sin 了 dt ， 


【2 下 + 卫 ] 于 


26. 设 函 数 Az) 在 [0,x] 上 连续 , 且 | F(z)dz=0， | 全 
证 明 : 在 (0 ,x) 内 至 少 存在 两 个 不 同 的 点 名 | ,二 ,使 得 及 S= 玉 和)=0， 
识 法 一 设 gfz)= 下 (人 一 上 grzysin za 则 


号 =gry = 
中 0) 三 站 ， 


站 【 my 二 人 8 jsin rdr= 一 [ BrJdteos ) 


= 一 入 ( 节 )oo8 站 十 [ 把 空 )eos dr | 大 二 Joos 了 dz =0， 


对 &zr) 在 10,x] 上 应 用 Rolle 定理 ,可 知 存在 ?E (0,rx) ,使 得 
上 《7 一 SC7)sin 7 = 小 ， 
即 g(7)=0, 再 在 [0, 引 和 [7?,z] 上 对 g(z) 分 别 运用 Rolle 定理 ,可 知 了 上 ,8 
《0,r) ,使 得 
ASJ= 所 名 )=0. 
证 法 二 由 | F(z)dz=0 及 圭 点 存在 合理 , F(z) 在 (0,z) 上 必 有 有志 点 .用 


反 证 法 . 若 不 然 , 只 有 一 个 点 SE (0,) ,使 得 F(5) =0, 由 于 F(z) 在 [0,x] 上 连 
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$ 4 定 积分 在 几何 计算 中 的 应 用 | 克 


续 , 所 以 Fz) 在 (0, 全 和 (Er) 上 蜡 号 ,不妨 设 在 (0,6) 中 Fz)<0, 在 (有 ,m) 中 
庆 工 ) >0， 
设 s(z)= | ADdt, 则 8(0)=g(m=0,8(z)= 汶 z), 可 知 &(z) 在 (0， 


引 中 单调 癜 少 ,而 在 4#,r) 中 单调 增加 ,从 而 g(z)s 委 0,zE[0,r]， 
另 一 方 而 ,gs(z) 在 [0, 中 上 不 便 等 于 零 ( 香 则 Az) 恒 为 霍 与 反 证 法 假设 巴 
盾 ), 于 是 


| Fr)eos 之 dz 三 | cos 交 df ET)) 二 站 区)eos 浆 必 ， 上 吕 ( 工 )Sin 之 日 定 


三 | Etzhsin Lrcn0， 


是 


与 题 设 矛盾 . 


34 定 积分 在 几何 计算 中 的 应 用 


1., 求 下 充 虹 线 所 围 的 图 形 而 积 : 
《1 ) y = 二 ,一 xz=2 


(2)》 六 =4(r+1t) 只 =401 一 荆 ); 
(3)》 y= 3 一 工 二 Si 一 0 一 Ti 


,了 荆 1 


(41) 忆 二 后 二 
(51) ?=|nxzly=0zr=01,zr=10; 


交 二 2 一 把 ， 
【6) 时 形 请 Dr 


?= 
加 3 
(7) 昌 形 线 | 0O<i<2ri 
4 三 Qsin ft， 
(8) Archimedes 曲线 -= a0,9=0,9=2r; 
(9) 对 数 螺 线 r= ae ,=0,6=2r; 
[10) 均线 = acos 0+ 五 【522 人， 


(11) r=3cos g,r=1+cos (也 乌 0 于 ) 


(12) 双 纽 线 ”= ecos 20; 

(13) 四 叶 政 瑰 钱 r= acos 20; 

【14)》 Descartes 时 形 线 a 二 一 3Cxy1 
【157》 十 旭 王 让 荆 十 彤 ). 


解 〈D) 而 积 4= | (z- 革 jdz=( 才 2-inz) -In2. 
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国 | 秆 七 阐 着 各 分 
(2) 面积 4 = ?| 人 (4 呆 ) 作 1D) jdy 三 ?| 2 邯 )dy 三 于 . 
(3) 面积 4= | simzdz = 过 | (GL-eos 2z)dz= 汪 . 


(4) 面积 A= (er -edz=e+ 王 -2 


| 


1 1 1 
《5) 面积 上 加 In zidz= | ln rdz- | ln 二 本 > 


外 


(ln z-1D)| -zf xz 了 巧 |， 


09 多] 
= 五 mn 10 币 - 


(6) 面积 上 = 上 (2 一 关 ) 人 一 2 


2 方 1 3 14 8 
和 一 十 三 :研一 
| 区 姑 一 3 十 志 jd 5， 
t7) 面积 入 -4 上 esim ti 3acos tfsin 引 dt 
性 


=12a? 上 fsine zz 一 sinez 可 t 
1 


3 
号 : _ 
= 12c [ix 巧 
(8) 面积 4= 半 | 人 人 80= 与 下 a， 


15 ) = 2 


2 ， 
8 


(9) 面积 4 二 azeztdg 一 于 (er 1az. 


(10)》 章 积 各 | 《aceos 日 十 百 ) 昌 胡 


2 
到 【ezeos +205cos 日 上 + 本 dB 


汪 光 os 可 开 一 于 ra: 十 区 醒 ” 


本 2 


(1 面积 4 = 村 [Geos 67 -Gyeos 9214g 
于 
= - - 《3 + 4cos 2 如 一 2oons 日) 及 一 元 ， 


(12) 面积 A=4， 二 人 


本 中 
(13) 面积 4=8 5 |, azeos?26db = 人 (+eos 1)dg= 卫 za 
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$ 4 定 积分 在 几何 计算 中 的 占 月 | 区 


了 人 3 
14) 解法 一 令 y= 红 , 则 上 一行 语 2 十 如 ， 
于 是 面积 
| 3ai 1 3at | :六 2 
人 | 闻 e( 攻 ] a| -9 | 
令 z= 广 : 则 
1 一 22) 3 | 2 3 
一 3 了 了 
人 人 外 人 
国宝 
2 


解法 二 将 了 = reos 9,y= rsin 昌 代 大工 + 如 =3azy 中 ,得 到 


_3asin Deeos 昌 习 
1 895 [0， ]， 


于 是 面积 
9a” 了 sin 站 cos 站 8 
2 jsin8+eos8) 
9a2 信 井下 遇 
号 YET 5+T dtan 虽 ) 


3a. 1 | 3， 
2 itanIg+T|， 本 


(15) 将 了 = reos 8,y= ra 日 代 估 z4+ 虹 =2( 人 十 玉 ) 中 ,得 到 


丽 二 他 
六 1 
Sin 站 十 ecos 昌 


于 是 面积 


也 
各 =-4 字 | 攻 


一 
0 Sn 有 +eos 此 


-一 一 由 (tan 日 ) ， 


E 下 tan2g + 
e tan 总 +1 


念 1 =tan, 则 


十 加 也 十 师 一 上 
了 4 | dz 一 二 ) 
0 中 Zr 人 0 (t+ 
5 十 怨 
Exatetin 二 =/2k2 
vV2 


2. 求 由 抛物 线 = 4ar 与 过 其 眩 点 的 芝 所 围 的 图 形 面 积 的 最 小 值 ， 
解 ”选取 闷 点 (a ,0) 为 极点 ,上 辅 为 极 轴 ,建立 模 坐 标 系 . 财 由 = = reos 有 
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@| 划 上 上 章 定 各 分 
+ay=rsin 昌 代入 人 扩 物 线 的 方程 多 =4cr 中 ,可 得 扩 物 线 的 极 坐 标 方程 为 
0] 
”Teosf 
设 过 焦点 的 弦 的 报 角 为 w, 则 它 与 抛物 线 所 围 的 面积 为 
四 4 
AS 品 | 【1 一 cos 厅 zd2 
由 
。 二 了 _ aeoos ua 
和 [证 (1 一 cos e) 上 sin ea ” 


令 4'(a)=0, 得 到 x= 末 由 于 妆 o< 厅 时 ,4'(e)<0; 当 e> 本 时 ,4'(a)>0， 


所 以 Ata) 在 = = 也 到 到 极 小 值 , 也 就 是 最 小 值 


， 3 
4) < 人 
东 
Er 如 全 
! | (1+ cot 末 )d(eot 末 ) 一 号 at 


3. 求 下 列 曙 线 的 弧 长 ; 
1) y 二 2 之 工 和 4; 


中 
(2) 和- 汪 21<y<e; 


{3)3 yy=jn ecos 工 :0<x 委 a< 本 


三 3 
(4) 显 形 线 人 “0O<t<2ri 


音 二 各 中 站 了， 


工 二 &fceos 十 tsin zt)， 


(5) 圆 的 渐 开 线 ， si<2ri 
3 三 呈 (sin 一 teos)， 


(0 心脏 线 r= al-eos 的 ,0 之 8S2r; 
《7 Archimedes 螺 线 = 上 ,0 过 92r; 


【8) r 一 避 提 ,Op<3r 


4 
解 (ZL= | 1+ 卫 80YI0-8 Y 1 一 8 
7 旋 
有 1 1 _ 2 +1 
了 一 于 < 全: 豆 : 1 9 兰 志 本 1 二 上台 
C2)L= | NI+ 直 (ydy= 二 (+yr0day=< 
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8$ 4“ 定 积分 在 几何 计算 中 的 应 用 | 各 


{3) 工 三 ww 十 tar 工 蛋 二 | sec rdr=lnftan e 二 Sec 如)， 
业 用 


开 


41) L=4| 和 zsin toos td 二 和 a， 
f 
《5) 由 xft)= ateostyy zy=atsnt, 可 得 
卫 
L= | 人 二 2 
0 


2 2 
(6) = | vfrzdbg= | 2asin 了 dg=8a， 
候 


和 


PP ar 
GEL=| Varrzdg=e| V 更 +1dg 
上 性 
=Ta w+4Tr 十 可 ln( 2 天 + 1 4 ). 


3 
候 


3 
{8) L= | W rabg= | Si dg 一 ra 
由 


4. 在 旋 轮 线 的 第 一 拱 上 , 求 分 该 拱 的 长 度 为 1:3 的 点 的 坐标 . 
解 ” 设 所 求 点 所 对 应 的 参数 为 ", 则 


工 ; = WwW azf1 一 ceos 人 +a'sin tdf=4a(1-cos 本 )， 
出 


2 
荆 : = we (1L 一 ecos t) +assim tdf=4e(1+cos 万 )， 


由 了 :=3L ,得 cos 池 = 卫 , 即 = 3r, 所 以 该 点 的 坐标 为 ((37- 字 )o, 台 ) 


5. 求 下 列 几 何 体 的 体积 ， 

(1) 正 棋 圆 台 : 上 上 底 是 长 半 轴 为 <、 短 半 轴 为 ， 的 棋 圆 ,下 廉 是 长 半 轴 为 A 
短 半 轴 为 旨 的 椭圆 (A> ae ,By>5) ,高 为 卢 ; 

(2) 精 球体 荆 + 贡 + 三 尽 1 

(3) 直 圆 柱 面 z2+ 吕 = az 和 2 妇 +s2=a2? 所 围 的 几何 体 ; 

(4) 球面 z+ 巡 + 于 =a2 和 直 圆 柱 面 x+ 玉 =ar 所 围 的 几何 体 ， 

解 (YY= | rere 吕 


开 下 


6 


忆 z)dz 


站 
(248B+205 + +eB)， 


中 于 
《2 v=| ro8(1- 生 )dz= Sralc。 
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全 | 弟 七 章 定 各 分 


(3) 用 平行 于 Oyz 平面 的 平面 去 截 这 立体 的 第 一 卦 限 的 部 分 ,截面 为 正方 
形 ,于 是 
= 8 | 《ez 一 到 )qz = 总 . 
(4) 用 平行 于 Oyz 平面 的 平面 去 截 这 立体 , 则 规 面 积 为 
W 0 
4A(z)=2| 一 - YE 


一 2 Ya 一 ez+2( 人 一 如 )arcsinA/ -下 


开 


由 
| arsin/ -da(az 中 可 2) 
=- (oz - 李 zaarcsin/ | (ea 二 zx ea 
32、3 
=- (了 一 逢 ) 
及 
人 
得 到 
2r 是 
3 


和- 证 明 以 下 旋转 体 的 体积 公式 ; 
(1 设 六 zz) 关 0 是 连续 函数 ,由 0<a 委 z 扫 b,0 扫 > 和 PCz) 所 表示 的 区 起 
绕 y 轴 旋 转 一 周 所 成 的 旋转 体 的 体积 为 


V=2zf zf(z)dri 


(2》 在 级 举 标 下 ,由 0 和 na 乏 0 委 8Sv0<r 裤 r(00) 所 表示 的 区 域 绕 极 轴 旋 
转 一 局 所 成 的 旋转 体 的 体积 为 


v= 邓 | rsin 8db. 
证 1) 作 区 闻 [a ,0 的 划分 王 ;a = 0 六 3 六 了 区 立 了 十, 则 关 于 小 
区 域 |(z,y) zi 委 z 委 z 和 y 袜 Fr)| 夺 ， 轴 旋转 所 得 的 体积 为 
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8 4 定 积分 在 儿 何 计算 中 的 占用 | 大 
入 Wet(Ri 一 ARJSe27t( )AAzi， 
于 是 交 s >,2rz(zi)azi， 
设 1= maxiaAr|l, 令 1 一 0, 就 有 
| 
vY=2r| 之 闫 交 )d 算 . 
(2) 证 法 一 设 z=rfghjoosy=rf8isin 有 ea=riaioosa: 吉 = 玉昌 Joos 月， 
出 
W = | T 扩 dd 二 二 二 Jsi 下 二 将 及 
y dz 本 衬 Ga 十 杞 
去 E mrdz+ 可 z| 出 好 了 ) 
= | rrsin 有 roos 有-~rsin hde 
8 


8 
十 也 | (Sos 有 十 2sin aeos 站 一 六 本 有 人 


鼎 
= 玫 | ra3(6)Jsin gd 


证 法 二 ”首先 ,由 0 委 8 和 mr 0 委 r 秋 ac 所 表示 的 导 形 区 域 绕 极 铀 旋转 一 
周 质 成 的 旋转 体 的 体积 为 


V= 本 azsin pocos 甩 十 | (ce 一 全 dz = 等 (1 - cos 8)a ， 
十 508 艇 


然后 作 fa ,8] 的 划分 :ce= 负 < 让 < 名 <…< = 有, 考察 出 日 .| 委 有 0 .0 委 r 所 (9 
所 表示 的 小 曲 边 扇形 区 域 绕 极 轴 旋 转 一 周 所 成 的 旋转 体 的 体积 ,这 小 区 域 可 近 
似 看 作 扇 形 ,于 是 这 小 块 的 体积 应 近似 等 于 


A 多 本 PP(8J(L-eos 8)- 生 2(8J(1-cos 8 
~ 和 mg vsin 有 AD ， 
丛 而 
Vss 笃 r《(b )sin 旧 AE 
令 4= max Ab 一 0, 就 有 


且 
v= 字 | r3fbjsin bd8. 


7. 求 下 列 曲 线 绕 指 定 轴 旋 转 一 周 所 围 成 的 旋转 体 的 体积 : - 
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压 | %t 王 证 


本 =1L, 秒 之 轴 ; 
{2) y=sin Ty=00<z 雪 Ti 绕 工 轴 ,f(i 婉 v 轴 ; 


3 
芝 二 QCOS 了 ， 
0 雪上 委 r, 绕 工 轴 ， 


尺 二 号 Si 了 


=a 人 fr 一 sin ED 绕 》 办 ,fi) 绕 直 线 y 


一 和 (1 一 cos 上 )， 


bl et 


一 了 1 
(5) 2z+(y 一 Bi=a (0<ae 科 5 , 绕 > 轴 ; 
(6) 心脏 线 r= ea(1- cos 0), 绕 极 轴 ; 
(7) 对 数 螺 线 = ae ,0 委 0 过 r, 绕 极 轴 ; 
(8) 《2 + =e zz -和 ), 绕 z 办 ， 


玉 卫 2 委 和 二 
解 (1) Y=z| 一 《一 交 )dz 二 本 开 
下 锡 


《2] 【ii 7=x|. sinmzdz = 可 开 
8 


【ii 7=2x | 芝 Sin 工人 工 = 2 . 
0 


(3) =x| 


交 dr= 3ro| sin zeosetdi 
昨 


人 32 
一 站 mr | [sin it 一 Si 人 


(4)《 订 Y=2z| =r(z)dz=2ro| (一 Si EL 一 cos 大 di=6r as 
[ii v=z(2ap-r| [2a 一 al 一 cos 是 ef1-eos 让 dt 一 7ras 
(5) 了 =x| (+YG- 玖 站 -010-VGE 克 ))dx 

47 上 0 
(6) 由 第 6 题 (2) ,得 


7= 玫 | ef1] 一 ceos 8)3sin 8d8 二 总 has 
3 3 


(7 YY= 人 | aesin b69= 下 (的 +1)a， 
0 


(8) Y= 字 | oo(es26)isin gdg, 令 5=eos 0, 则 
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1 
v= 字 o|， 《2 绊 一 们 ) 立 dt 


呈 
由 
; 了 311 2 3 1 
， (2 姑 一 1)7df 一 Et2 -1 ， 6 上 (25 一 1 王 d 
志 在 
上 训 1 1 
=1-3|，(GC2 -Didt-3| 0203dr， 
丰 直 
得 到 


1 
| (2 -Dide = 囊 - 于 | (2 一 1 二 di 
克 丰 


aa 


-2 43) -了 本 


所 纳 
7 人 (2 -113di= 下 [VinW3+D) -了 | 
8. 将 掀 物 线 = ztz-a) 与 3=0 所 界 的 区 域 在 zE[0.aej 和 zxE[lac] 的 
弧 段 分 别 绕 x 轴 旋 转 一 疝 后 ,所 得 到 旋转 体 的 体积 相等 , 求 " 与 a 的 关系 . 
解 | 二 | 二 二 坟 介 和 


积分 后 化 简 ,得 到 
2a5 -10a:c+15acs 一 6c5 一 站 . 


9. 记 V(6 是 曲线 y= |z 与 ?=0 所 界 的 区 域 在 <E [0,E] 的 弧 段 绕 
轴 旋 转 一 周 所 围 成 的 旋转 体 的 体积 , 求 常数 。 使 得 满足 
V(a) = 卫 lm V( 人 ， 
解 由 


Y(aj=x|， rayzdz= 二 3 


可 知 ,lim V( 全 = 于, 于 是 得 到 -4_z = 才 , 解 得 <= 1 
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国 | 上 上 站 定 各 人 


10. 将 本 加 2 + 必 =1 绕 轴 旋 转 一 周围 成 一 个 旋转 桶 球体 ,再 沿 z 轴 方 
向 用 半径 为 r(r<8) 的 钻头 打 一 个 穿 心 的 孔 , 剩 下 的 体积 恰 为 原来 顶 球 体 体 
积 的 一 

解 精 回 2 + 轨 ~ 1 绕 zx 轴 旋 转 一 周 所 转 成 的 旋转 构 球 体 的 体积 为 


有 =2z| (有 vi 一 人 ) az= 生 rel 
割 于 部 分 的 体积 为 


由 Vi =27V: , 解 得 -oj 站 - 安 


1i. 设 直线 y>= ar (0<a<1) 与 扫 物 线 y= z: 所 围 成 的 图 形 的 面积 为 S, ， 
且 它 们 与 直线 z=1 工 所 围 成 图 形 的 面积 为 S:. 

《1) 试 确定 a 的 值 ,使 得 S, + S; 达 到 最 小 ,并 求 出 最 小 值 ; 

(2) 求 该 最 小 值 所 对 应 的 平面 图 形 绕 * 轴 旗 转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 . 


] 1 
和 解 《1) si+S= | ee ( 忆 -ar)dz= 可 o9- 末 af 本. 


记 Fa)= 王 o- 计 2+ 避 , 则 六 (ao)= 呈 -了 ,大 (a)=2a. 令 广 (oa)=0， 


得 到 a “六 浊 由 启 } = >0.6 S,+S 在 4 一方 处 到 到 最 小 人 
minlSi+ Si= 天 方 ) = 于 (1- 方 ) 
(2) 旋转 体 体 积 
7=x| [oz -zjdz+rf [xz 一 (ezr)]dz 


=- 证 e: -条 ee: 十 地 


工 了 
将 8 = 万代 人 ,就 得 到 
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$ 4 定 积分 在 几何 计算 中 的 应 用 | 和 


12. 设 函 数 痰 xz) 在 闭 区 间 [0,1] 上 连续 ,在 开 区 间 (0,1? 上 大 于 零 ,并 满足 
工矿 《 工 ) Frz)+ 音 fa 为 常数 ). 


进一步 ,假设 曲线 >= 产 z) 与 直线 x=1 和 yy=0 所 围 的 图 形 3 的 面积 为 2. 
1) 求 画 数 关 ) 
(2) 当 a 为 何 值 时 ,图形 3 绕 z 轴 旋 转 一 ee 


解 《1) 由 xzr(z)= Hz)+ 浊 z .可 得 [ 奴 思 】 = 和 


所 以 玫 富 = 3 束 z+ C, 即 


rz) = 深思 + Cr . 


对 zr(zj= F(z)+ 浊 两 边关 于 工 积分 ,有 
| af(zD)= aa- 人 rdz=RKD- rz)dz= | rodrt3， 


由 此 可 得 AD=2| 7z)dz+ 避 =4+ 林 ， 
内 而 辫 =4 一 人 ,于 是 


天 开 ) = -2 14 一 Ge)zr， 
(2) v=r| 产 (z)dz= 而 (@2+l0c+160)， 


令 耻 =0, 得 ea= -5, 且 这 时 内 = 本 >0， 所 以 在 ae= -5 时 旋转 体 的 体积 取 到 
最 小 值 . 


13. 求 下 列 旋转 曲 而 的 面积 ， 
(1 =25r0<zs<sa, 绕 工 轴 |; 
(2) y= sin 0Szrsr, 绕 了 轴 ; 
了 2 
证 本 ， 
(3》 + 二 1, 绕 z 轴 ; 
= docos # 


(4) 形 线 人 0 委 : 委 r, 绕 z 轴 |; 


?= 一 Cs tt， 


(5) 心 胜 线 r>= afl- oos 有 , 绕 极 轴 ; 


(6) 双 纽 线 ”= aeosi24,{i) 绕 极 轴 ,{ii) 绕 射线 9= 了 


更 多 教材 下 载 : htt p: //Xxuexi . hagongda. com cn 更 多 考研 资料 下 载 : htt p: // kaoyan. hagongda. comcn 
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解 (1) 面积 A =2r|. V3zH1+ 才 dz=2nv7 | 局 


了 


妃 [ (2a + 坊 江 一 节 ]， 
(2) 面积 4 =2x | Sin 之 光 下 二 co 有 二 可 全 
心 
= 一 Toos 了 ww 1reoge+ln(eos z+VIreosz)| 


=2w2r+2rnf+1》， 
{3) 重 积 
5 
A 2xz| 定语 1 二 4z 
三 站 
= 2 光 人 一 《一 
二 
2r87 十 2<T4 ] 人 ， 如 所 下 ， 
玉 一 人 作 
三 dmem， 如 盖 出 ， 
2 和 
2r8 十 2 2 arcsin 2 ， 信人 > 而 
如 ”一 吾 


《4) 面积 4 =4z| esimze asin icos td 
必 


-lex sinme tdfsin 外 = 羡 ra? 
0 


(5) 面积 4 =2r| 全 rdb0=4azr | 人 打 d4 
帅 自 


二 16ozr | sin' 汪 cos 闻 二 dt= 羡 ra: 


(6) (i) 面积 各 =4r| 汪 寺 汪 W rdg= 4re| sin gd 
由 
= (4-2.2Jra2z 


抽 


《ii 面积 4=4zx 上 reos 下 w 关 十 六 有 -4za?|， cos 有 dd 亲王 2wY2ra:. 
1 0 


14, 设 曲 线 y>=Y z-1 ,过 原点 作 其 切线 , 求 由 该 曲线 .所作 切线 及 z 轴 所 
围 成 的 平面 图 形 绕 z 轴 旋 转 一 周 所 得 旋转 体 的 袁 面 积 . 


更 多 教材 下 载 : htt p: //Xxuexi . hagongda. com cn 更 多 考研 资料 下 载 : htt p: // kaoyan. hagongda. com cn 
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1 5 
可 设 曲 线 = VE 过 点 (zu,y%) 的 切线 方程 为 
解 由 y -二 记 二 ,可 设 遇 线 y= V7 -了 过 点 (z0 ,3 


1 
3 一 加) 


而 此 切线 过 原点 ,由 此 可 得 ro=2,.y =1, 于 是 切线 方程 为 


| 
旋转 体 的 表面 积 
六 =2 展 1+ 工 dr+2 | - 了 /+ 1 d 
风 亲 本 0 人 人 


了 2 了 
号 | tx| V 和 =3dz= 到 (11V5-1)， 
0 1 


15. 证 明 :由 空间 曲线 
并 坏 (tt 
| | 
xz 二 冬 (t)， 


垂直 投影 到 Oxzy 平面 所 形成 的 柱 面 的 面积 公式 为 
人 作 2t)w [zt 十 [3 一 ， 


上 


这 里 假设 2. yz (0 在 [Ti ,了 T:] 上 连续 , 肛 =( 门 产 0， 
证 作 [Ti,T;] 的 划分 :下 = 三 匡 宝 王 所 盖 反 二 = 了, 设 空间 曲线 对 应 
于 小 区 间 上 -3 二] 的 小 红 自 在 Ozy 平面 的 投影 的 长 度 为 Ay , 则 


As= | VTFUDTFTTI7COd 


=wLzRE)] +T[ ED) Ai， 
其 中 总 [上 沪 ] 于 是 这 和 巩 小 弧 菇 竺 直 投影 到 Orzy 平面 所 形成 的 柱 面 的 面积 
为 
ASi six 让) 一)JW ITzTE) + ED)AD， 
令 角 二 ax i 人 Ab 上 ,就 得 到 


S = jim gf 有 JW [ZE 二) 记 
1 


= | fi)w [zt 十 [二 dr， 


更 多 教材 下 载 : htt p: //xuexi . hagongda. com cn 更 多 考研 资料 下 载 : htt p: // kaoyan. hagongda. comcn 
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16. 求 下 列 曲线 在 指定 点 的 内 率 和 曲率 半径 : 


(L) zy=4: 在 点 (2;,2); 
(2) =aft-snty=all-eost)fa>0), 在 上 =rf2 对 应 的 点 . 


解 (1)y= 二 


区 交 
| | YY 玉 =2 万 
[LI+(y7 

dy asinit dy 1 4 让 
二) dr eafTli-eos 人 和 csc 于 是 
人 -人 

政 2 

[1+fy 六] 


17. 求 下 列 曲线 的 曲率 和 此 率 半径 ， 
1) 扫 物 线 风 三 2pr【 广 们 ; 


(2) 双 曲 线 一 一 交 = 1; 
刀 上 
(3) 是 形 钱 茸 + 闻 =a (ae>0); 
(4) 贺 的 新 开 线 zx=afcos ! +tisintjyy=afsint 一 zicost fay>D0). 


dz _ yy 中 rr 1 
1 = 三 二 
解 (1) 荆 = 半 ,3 和 = 方 , 于 是 


让 户 " Y 让 


人 
[人 【 疡 十 和 【《 声 +2) 
3 
亚 


让 .去 


{2) 令 = aseci.y=stant) 刚 


dy _ 户 sec yy 证 
一 二 一 一 一 一 一 -一 一 一 cSC 了 ， 
dz rtan rseect 避 


了 

dy 有 .一 cotrcsect 百 
本 

工 让 tan fsec 上 妨 


于 是 


KK = 巧 G6|eot 引 | 
证 (a 十 百 esceet 了 


更 多 教材 下 载 : htt p: //xuexi . hagongda. comcn 更 多 考研 资料 下 载 : htt p: // kaoyan. hagongda. com cn 
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加 人 蛋 
= 一 一 ， 
[fa + 古 3 了] 一 和 
3 
Eee 二 要) 一 全 
ee 
已 十 
【3 今 隐 二 人 Cos 一 Si ， 由 


一 


dy _ 3asinm recos 上 人 路 ?了 ] 1 
人 ， 
dr 一 3acos:tsin + dz 3a sin tcosft 
于 是 
] 1 
32 sin reos 1 二 1 1 
(1] +tan2y) 3a |sin tcos tf 3 3 妈 王 和 
及 =3v |azxy | ， 
(4) 尼 - afeost 上 一 nosz 十 zsin zy) 二 中 sec / | 
人 rz 一 SnEtT+TaSnri+Tteost dr ateost atcost 
王 是 
1 
二 efcost| 1] 1 
人 
《1L1+tanzt) 王 好 
民 =. 


18. 求 遇 线 y= ln z 在 点 (1.0) 处 的 曲率 图 方程 
解 = 二 ,六 = -六 ,所 以 曲线 在 点 (1,0) 处 的 曲率 为 


1 
人 
] 1 王 
1 二- 
过 


曲率 半径 为 尺 =2Y2. 由 字 曲 线 y=ln z 在 点 (1,0) 处 的 切线 斜率 为 站 = 工 ,所 以 
法 线 方 程 为 ?= -+1, 设 (e ,六 ) 为 曲率 圆 的 较 心 , 则 刁 = - e+1. 再 由 fa =-1) 
+ (50)2=8, 解 得 c=3,5= -2, 所 以 曲率 圆 的 方程 为 

[二 二 3 全 二 革 F 二 了 二 浊 


19. 设 曲线 的 极 坐 标 方程 为 >=r(g ,96G[le,8j(C[0,2r]), 且 (9) 阶 
本 证 明 臣 在 点 (r,8) 处 的 曲率 为 


更 多 教材 下 载 : htt p: //Xxuexi . hagongda. com cn 更 多 考研 资料 下 载 : htt p: // kaoyan. hagongda. com cn 
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证 “ 设 由 线 的 参数 方 和 为 | 人“ 则 其 明 事 为 


三 | 全 二 (| 
LE 和 二 ( 六] 
由 =rfg)cos bwy=rfaisin ,可 得 
7 一 rcos 有 -rsin 有 yy =r sin 虽 +reos 日 ， 
宙 rcos 昌 -2r sin 昌 一 reos 有 人 rsin 人 2rcos 站 一 rsin 昌 ， 
于 是 
(2 

所 以 

虽 | 产 十 2r2 一 rr"| 


人 【十 十 


35 | 微 积 分 买 奈 应 用 举例 


1. 一 根 10 mm 长 的 轴 ,密度 分 布 为 of(z) = (0.3z+6)kgfmf0<sz 扫 10), 求 
轴 的 质 基 ， 


解 mm | (0.3z+6)dz= 75 (kg), 即 轴 的 质量 为 75 kg 


2. 已 知 扫 物 线 状 电缆 y= zz 【=- 1 委 z 扫 1) 上 的 任 一 点 处 的 电 花 线 审 度 与 
该 操 到 y 轴 的 距离 成 正比 ,在 {1,1) 处 的 密度 为 9, 求 此 电线 上 的 总 电量 . 
解 ” 设 窗 度 函数 p=p(z)=&lz|, 由 gg= 开 .1 知 有 =0， 


和 1 
o=e| 1zIVT+4zrdzsge (LT422 = 站 (5Y3-1D9， 
-1 


即 此 电缆 上 的 总 电量 为 <(5V5- 1)9， 


3, 水 库 的 尊 门 是 一 个 等 腰 梯 形 , 上 底 36 m, 下 底 24 上 ,高 16 症 , 水 平面 距 
上 底 4 m, 求 闸门 所 受到 的 水 压力 (水 的 密 刻 为 1 000 kgfnoa )， 

解 ”以 梯形 的 上 底 为 y 轴 ,从 上 底 的 中 点 垂直 向 下 为 x 轴 正 向 , 则 闸门 上 
离 上 底 上 距 离 为 * 处 ,高 度 为 dz 的 一 般 病 门 一 傅 所 受 的 水 压力 为 


dF=1000g(4+z)| 24+ 忆 (16- zz) jaz， 
于 是 关门 所 受 的 总 的 水 压力 为 
F=1000g | (4+ z)| 24+ 村 (16- z) |az=5.4x 107(N)， 


更 多 教材 下 载 : htt p: //Xxuexi . hagongda. com cn 更 多 考研 资料 下 载 : htt p: // kaoyan. hagongda. comcn 
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4. 一 个 弹 移 满 下 圆 柱 螺 线 方 程 
二 二 吕 COS 了 
yy 二 esinty tmDfaD0p>0)， 
区 二 时 


其 上 任 一 点 处 的 密度 与 它 色 Dry 平面 的 座 离 成 正比 , 试 求 其 第 一 轩 的 质量 . 
解 质量 闫 = 上 Ye 十 本 2 的 Ya 十 百 开 ， 


5. 一 个 图 柱 形 水 池 半 径 10 m ,高 30 mm, 内 有 一 半 的 水 , 求 将 水 全 部 抽 干 所 
要 做 的 功 ， 


3 
解 w= | zl02g.rl0zdz=1.04x10*(0J)。 
15 


6. 半径 为 ~ 的 球 丛 好 没 于 水 中 , 球 的 密度 为 p, 现 在 要 将 球 吊 出 水 面 ,最 少 
要 做 多 少 功 ? 

解 考虑 对 水 下 离 水 面 距离 为 处 ,厚度 为 dz 的 圆 形 薄片 的 做 功 情 况 : 半 
径 为 > 的 球 丛 好 离开 水 面 , 则 匮 形 薄片 的 位 移 众 为 2r ,其 在 水 中 称 动 的 距离 为 
z 在 水 上 移动 的 认 离 为 2r - 工 .薄片 的 面积 为 (2rz - zy)r, 设 m 为 水 的 密度 ， 
则 将 球 人 恰好 吊 出 水 面 至 少 要 做 的 功 为 


2r 
凤 =pgr| (27-z)(2mz-m)dz+to-oogn| 王 (2rz 一 天 2 本 开 


二 Srr'g(2p 一 囊 ). 


7. 半径 为 > 密度 为 p 的 球 壳 以 角速度 w 绕 其 直径 旋转 , 求 它 的 动能 . 

解 ”以 球 沉 的 左 螨 为 坐标 原点 ,向 右 为 * 轴 , 向 上 为 y 轴 , 将 球 壳 看 作 是 一 
个 半圆 =v2rz-z 绕 >z 轴 旋转 一 周 而 成 , 则 在 * 处 宽度 为 dz 的 球 壳 面积 
微 元 的 质量 为 


drz 一 2rp WwW27rz 一 并 ds 


让 
玖 转动 惯量 微 元 为 
由 一 (2rzr 一 人 dm， 
所 以 球 壳 的 动能 为 


1 : PP 
五 - 互 z= 分 | 所 
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了 r RE 
| pf2rz 一 立 )2r V2rr- 和 -一 一 dx 
有 


2 WP 一 了 


只 
三 porrr| (2rr 一 z2)dqz= 与 rpoz rr 


8. 使 某 个 自由 长 度 为 1 m 的 弹 管仲 长 2.5 cm 需 费 力 15 N, 现 将 它 从 1.1 
nl 拉 至 1.2m, 人 加 要 做 覆 少 功 ? 

解 由 下 =8, 当 =0.02Sm 时 ,BE=15N, 代 人 得 上 =600 .于 是 所 做 的 
功 为 


由 之 
厂 = | &zrdz<=9(J. 


9. 一 物体 的 运动 规律 为 “=35 一 上 ,介质 的 阻力 与 速度 的 平方 成 正比 , 求 物 
体 从 = 工 运动 至 上 = 工时 阻力 所 做 的 功 . 
解 ” 设 介 质 的 限 力 为 下 ,速度 mm= 和 =9 拓 -1 则 下 = 有 (9 关 一 1)2. 于 是 


工 了 
克 = | 人 | &(982 -133dr 
{ 上 


人 +9 有 一 了 -一 |. 


1729 ， 243 
= 寻 字 7 5 鸡 


之 和 


10. 半径 为 1 和 in, 高 为 2 mm 的 直立 的 圆柱 形容 器 中 充满 水 , 拔 去 底部 的 一 个 
半径 为 1 em 的 塞 子 后 水 开始 六 出 , 试 导 出 水 看 高 度 疡 随时 间 变 化 的 规律 ,并 求 
水 完全 流 空 所 需 的 时 间 .( 水 面 比 出 水 口 高 六 时 ,出 水 速度 mw=0.6xw28，) 

解 设 上 时 刻 水 面 的 高 度 为 上 ,过 了 dt 时 间 后 水 面 的 高 度 降 低 了 di , 则 

1 d= 一 8(0.01 和 ed= 一 r(0.01)x0.6w2dt， 
即 
-6x10-5VIEdr. 
对 上 式 两 边 积分 ,注意 上 =0 时 ,上 =2, 得 到 
天 一 2(1 一 3X10-5 gz， 
以 产 =f 代 人 , 解 得 


一 sx1.06Xx104f0s). 


10 
3Y8& 


11. 上 题 中 的 圆柱 形容 器 改 为 何 种 旋转 体 容 器 ,才能 f 水 流出 时 水 面 高 度 
下 降 是 匀速 的 . 
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解 ”根据 邓 意 ,只 要 在 上 题 的 第 一 个 等 式 的 左边 含有 因子 关 即 可 ,也 即 在 
时 刻 # 水 面 的 半径 r 须 氏 足 壮 = 皮下 ,其 中 点 为 常数 .所 以 可 选用 曲线 y = er 
绕 y 轴 旋 转 一 周 后 所 得 旋转 曲面 作为 容器 ,从 而 使 得 水 流出 时 水 面 高 度 下 降 是 
匀速 的 . 


12. 镭 的 误 变 速度 与 它 的 现存 量 成 正比 , 设 和 时 有 镭 恰 ，g ,经 1600 年 它 的 
量 减 少 了 一 半 , 求 镭 的 误 变 规律 . 
解 设 在 时 刻 : 镭 的 现存 量 为 只 = 内 人) 则 
定 


一 ， 
对 等 式 两 边 积分 ,注意 在 时 刻 本 Qu g, 得 到 
入 (=Qoe 人 
由 题 意 , 妆 上 一 避 =1600 时 ,Q(D) = 守 ， 代入 上 式 , 得 到 = 总 个 ， 所 以 
Q=aQi2 友 . 


13. 将 AA 物 质 转化 为 也 物 质 的 化 学 反应 速度 与 B 物质 的 浓度 成 反比 , 设 反 
应 开始 时 有 日 物 质 20% , 半 小 时 后 有 吕 物 质 25% , 求 了 物质 的 让 度 的 变化 规 
律 . 

解 ” 设 在 时 刻 ，,B 物质 的 浓度 为 Y( 引 ， 则 


解 得 
呈 二 YY 22R 


] 1 ， 
因为 >(0)= 亏 ,|[ 序 ]= 于 ,所 以 C= 去 ,= 3 ,于 是 得 到 


14- 设 [rrt+di] 中 的 人 口 增长 量 与 记 。 -2(t) 成 正比 , 试 导出 相应 的 人 日 
模型 , 画 出 入口 变 化 情况 的 草图 并 与 Malthus 和 Verhulst 人 大口 模型 加 以 比较 . 
解 由 题 意 可 知 


三 此 [为 aox 一 赴 (t))》 四] 一 记 ，， 
由 此 可 解 得 
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0 


户 (7 二 内 ii 【 疡 is 一 轴 )e 


吾 
Pax 
下 
加 f 
图 1] 
六 Malthus 人 口 模型 产 Wehhulst 人 口 模型 
和 遍 
| 
图 2 


第 14 题 儿 


15.， 核反应 堆 中 ,+ 时 刻 中 子 的 增加 速度 与 当时 的 数量 Nt) 成 正比 , 设 
NO0i= N ,证 明 
小 昌 [下 


hn Dn 
证 由 题 准 可 知 
全 = RN ， 
对 等 式 两 边 积分 ,再 注 便 N(0) = Nu ,可 解 得 
(= 
由 些 即 可 得 到 


人 


16. 一 个 1000 m 的 大 厅 中 的 空气 内 含有 六 的 广 气 , 现 以 1 mpmin 注 人 
新 鲜 空 气 ,混合 后 的 室 气 又 以 见 样 的 速率 排出 , 求 上 时刻 空 气 内 含有 的 废气 首 
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度 ,并 求 使 废气 浓度 减少 一 半 所 霸 的 时 间 ， 
解 ” 设 在 时 刻 土 空 气 内 含有 的 记 气 浓度 为 ?(z), 则 
dy 三 一 TY(t)dty(0) = 了 
解 此 方程 , 即 得 到 


区 一 TO 0 


当 3(0= 5 时 ， 有 sim = 人 ti=1000ln 2 min, 即 废气 浓度 减少 一 


半 所 需 的 时 间 为 1000 ln 2min， 


36 定 积分 的 数 伸 计算 


计算 实习 题 
【在 教师 的 指导 下 ,编制 程序 在 计算 机 上 实际 计算 ) 


利用 x=4 | T 旦 ; 


(1) 用 并 通 的 梯形 公式 ,Simpson 公式 和 Cotes 公式 ,计算 贺 周 率 r 的 近似 
值 并 与 精确 值 加 以 比较 ; 

(2) 将 区 间 10,1J 分 成 4、8 等 份 ,用 复 化 樟 形 公式 和 复 化 Simpson 公式 计算 
z 的 近似 值 , 并 与 精确 值 加 以 比较 ; 

《3) 用 Romhberg 方法 计算 的 近似 值 , 使 它 的 精度 达到 OU10 2)， 

(4) 分 别 用 = 1,2,4 的 Gauss- Legendre 公式 计算 x 的 近似 值 ,并 与 前 面 
的 计算 结果 加 以 比较 ， 

解 【1) 主 程序 (inategral, mm) 

funetion res = integtalffa,b,method) 

上 %% 输 人 

% 于 是 输入 函数 ,a,b 区 间 端 点 

%%Imethed = 1 梯形 方法 

忽 2 Smpson 方法 

最 3 “Cetes 方法 

%% 输 出 

% res 近似 解 

sritch method 

ease 


Tes 一 【hb 一 aif2xffevalff,ay+fevali byy， 
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Case 了 

res={b 一 alj6#fievalffa) +feval(f, by 十 于 <feval(f(a 二 PB)72)); 
case 3 

res= (hb 一 af90s# (7 efevaltf al) 二 fevalffi ,b+ 二 32x# ffevalff,3xah4+ 
by4) + fevalff af4+3x 吉 4))+12fevallf fa+Dby12)); 


en 


忽 程 序 结束 


定义 区 数 ， 
f=inlinef 41 十 Fr 生 ) 
梯形 公式 计算 命令 : 
integraltf,0,1 ,1) 
计算 结果 :3 
Simpson 公式 计算 傅 令 : 
integral(T ,人 ,1,2》 
计算 结果 :3.1333 
Cetes 公式 
integraifT,D0,1,31) 
计算 结果 :3.1421 
Cotes 公式 精度 最 商 ,Simpson 公式 其 次 ,梯形 公式 最 低 . 
(2) 复 化 梯形 公式 主 程序 (trapezoid, m) 
function res= trapezoid(T,n,a,b) 
梯形 公式 数值 积分 
% 葵 人 
% “于是 输入 函数 ,na 区间 等 分 数 ,ab 区间 端点 
% 输出 
铬 res 近似 解 
h= (tb 一 a)jni 
res= fevalff.a) 十 fevalfT by， 
X 一 8 
fcrk=jl:n 一 1 
X 二 x+hi 
Tes 一 YEeS 十 立 共 evair 了 ix) ， 
End 


res 二 Tesxhf2; 
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5 6 “ 定 积分 的 数值 计算 | 敬 
% 程 序 结束 


复 化 Smpson 公式 主 程序 (simpson.timn) 
funetion res = Simpsonftf na,b) 
名 Simpson 公式 数值 积分 
色 输 入 
% 工 是 输入 国 数 ,n 区 间 等 分 数 ,a,b 区 间 端 点 
和 % 输 出 
% res 近似 解 
h= tb 一 ai 
res= feval(f ,al + fewval(f ,by); 
X 一 引 
fcer k=1:n 一 1 
y=X+hf2i 
入 三 X 十 了; 
res 二 TeS 十 了 # fevalkf,x) 十 4x#feval(f yy 
end 
7y=X+Thi2; 
res 关 (res 十 十 关 HEvalfT yy ] 关 hhAGi 
% 程序 结束 


用 复 化 梯形 公式 计算 ,=4 时 命令 ， 
trabpezoidff ,4,0 17) 
计算 结果 :3.1312 
于 二 及 时 命令 : 
trapezoidff,8 .0.1) 
计算 结果 :3.1390. 
用 复 化 Smpson 公式 计算 ,m=4 时 命令 ， 
simpsont f, 4.0,1) 
计算 结果 :3.14159250245871 ， 
1 二 8 时 命令 ， 
sitmpson 人 it ,8 ,01) 
计算 结果 :3. 1415926S122482. 
na=8 比 2=4 计 算 精 度 高 ,Simpson 公式 计算 精度 比 梯形 公式 高 得 多. 
(3) Romberg 方法 计算 数值 积分 主 程序 (romberg， my) 
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funetion res = rombergff,aybyerr) 

% Romberg 方法 数值 积分 

% 输 入 

% _ 工 是 输 和 人 函数 ,ab 区 间 端 点 :err 精度 

%% 输 出 

% xzxes 近 拟 解 

m 一 1;k 三 ]; 

工 =trapezoid(f na:b); 

forE=2:20 

二 关 In 

s= ttrapezoidff ,ma,b)i 

T=[s,Tjss=TIK); 

forp=1: 上 -1 
Ttp+J)=(4pxTp)-Tp+tDrdp-1)i 
end 

让 abs(s 一 工 (K))< errybreak,end 

end 

s= [k,T(k)]; 

%% 显示 结果 

fprintf(]1, 选 代 次 数 = %u, 近 似 值 = %e…,[k,T(OK)]); 

% 程序 结束 


计算 命令 ， 

tomberegtf ,0 1， Se 一 有 ) 

计算 结果 ，; 

选 代 次 数 =6, 近 似 值 = 3.14159265363824 . 

(4) Gauss - Legendre 公式 主 程序 (GaussLegendre.m) 
function res = GaussELepgendreff ,nayb) 

双 Causs [Legendre 方法 数值 积分 

% 输入 

% 于 是 输 人 函数 ,n+ 1 多项式 次 数 ,a,b 区 间 端 点 
汶 输 出 

% res 近似 解 


站 = [1 ; 
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和 =[A,0;519.819J; 

A=[Ail2+HL2*sqrtl03y 112 一 1L12xasqrt(1013)]; 

有 =[A,[00,0]53310x( 一 0.74+Sxsqrtf0. 77) 人 一 2 十 5x#SQITEDO.7J 3110 <#* 
(0.7+5Sx#asqrt0,7))2+Sxsdrt0.7)) :1281225]; 

和 = [Ai0.i71324492379170 ,人 .360761573048193,0.467913934572691] ] ; 
AAA=[A，f0 0 0 0] 0.129484966168870 ，0.279705391489277 ， 
0.381830050505119 ,0.417959183373469] ; 

4A = [4;0.101228536290376， 中 .222381034453374，0.313706645877887 ， 
0.362683783378362 ] ; 

由 (1 ,5 一 站 ; 

和 = [Ai 0.031274388361574，0.180648160694857，0.260610696402935， 
0.312347077040003,0.330239255001260 ] ; 


人 =]fsqrt(3); 

屋 = [Xisdrtf315)] 

X= [X,[1040jssqrt((3 一 4xsqrt(0.3))17) sqrt((3+4xsart(0.37)177]， 

X= [Xisqrt(S 一 2xsqrtt1077))73,sqrt(ST2x#sqrtf1017))73]; 

其 (1 .3) = 人 0; 

X = [Xi 0.9324695142 ，0.6612093865，0.2386191861; 4.9491079123 ， 
人 ,7415311856 0.4058451514 ] : 
(1.4)》=0， 

X = [X 0.9602398565，0.7966664774，0,5255524099 ， 昌 . 18343464253 
0.9081602393 0.8360311073 ,0.64133714327 ,0.3242534234 ] ; 

% 区 间 变 换 

al=(b 一 af2ipi=(a+by2; 

=0im=ioort(a+1ly2)i 

for pb= 1:m 

把 = 十 和 (np] xfevaiff alsXfnyp)y+bl)y+fevalff， 一 al > 入 (,Pp) 十 

bl) 7) 

enq 

if nm<fnt+1y 和 2 

fr= 反 +Ansm+1l)y stfevaltf,bl))i 
ed 
res 基 二 共 中 13 


% 程序 结束 
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?2 = 时 ,使 用 命令 : 
人 ausslepgendrefi ,LT ,01) 
计算 结果 :3.14754098360656 
?=2 时 ,使 用 命令 : 
(auUssLegendretT ,2 0,1) 
计算 结果 :3.14106813996317 
?=4 时 ,使 用 命令 : 
GaussLegendreffi, 4 将,]) 
计算 结果 :3.14159263988475 
在 相 局 ”* 的 情况 下 ,Gauss-Legendre 公式 的 精度 比 复 化 Simpson 公式 还 要 高 . 


2 设 河 面 宽 20 m, 从 河 的 一 岸 向 舅 一 岸 每 隔 2 m 测 得 的 水 深 如 下 :{ 单 位 ;m) 


区 
和 和 有 


罗 


图 7.6.3 


求 河流 的 横断 面积 ( 原 教材 图 7.6.3)， 

解 用 复 化 梯形 公式 .a = 必 ,5=20,2=10. 程 序 如 下 |; 

X 二 220; 

二 [0,0.6,1.4,2.0,2.3,2.1,2.5,1.9,1.2,0.7,0]， 
=y(IL)+y(I1); 

for K=2:10 

站 三 贞 十 史 K) 关 2; 

| 

和 三 和 <#212 

计算 结果 :29.4. 
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3. 分 别 用 复 化 梯形 公式 和 复 化 Smpson 公式 计算 下 列 积分 : 
(| earm=16; 


C2) 上 os dz ,mm 一 8 


1 一 os 区 了 天 0 
(本 数 Ja) T 的 积分 ); 


{3) [ w 1 一 dr, 垃 二 8; 


(4) [ 这-rdz ,mr 三 号. 

解 (1) 定义 芽 数 : 

f= inlinef expfxc2) 区 

用 复 化 梯形 公式 ， 

trapezoidftf ,16,0，1) 

计算 结果 :1.46442031014948; 
用 复 化 Simpson 公 趟 ; 
simpsonftf,16,0:1)3; 

计算 结果 ;1.46265203342541， 
(2) 定义 函数 


funetion 5 三 fx) 


ss 一 ( 工 - cos(x))]yxi 

end 

了 = inline 和 得 (x) 和 

用 复 化 樟 形 公式 : 
trapezoid(T ,8 .0,Pi) 

计算 结果 :1.63923368266042 
用 复 化 Smpson 公式 ; 
simpson(f ,8 ,人 ,Pi 

计算 销 果 :1.64828120745954 . 
《3) 定 交 函 银 
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T= inlinef sqrtf1 一 天 3)，xX 
用 复 化 梯形 公式 ， 

trapezoidtfi 8,0,1) 

计算 结 录 :0.82551763467415 
用 复 化 Simpson 公式 : 
simnpscnff,8 0 ,1) 

计算 结果 :0.83910039548314. 
4) 定义 函数 

[= ipnlinet expf 一 区 及 让 十 Xe 区 全 
用 复 化 梯形 公式 : 
trabezoidff,.8 ,0 ,2》 

计算 结果 :0.61030966279098; 
用 复 化 Simpson 公式 : 
SirmpsontT ,8 ,0,2) 

计算 缚 果 :0.60531871307583. 


4 用 Romberg 方法 计算 | 旺 ,精确 到 小 数 点 后 第 8 位 
解 “定义 函数 


f= inline( 1 区; 

用 Romberg 方法 计算 : 

rombergtfT,1,2, .Se 一 总 ) 

计算 结果 ， 

选 代 次 数 =6, 近 似 值 = 0.69314718056230. 


5, 用 一 般 的 积分 区 间 上 的 Gauss- Legendre 公式 ( 取 交 =4) 计 算 积 分 风 NW) 
关 | ER 

(1 NMN=1li 

(2) 人 = 了 3 

(3)》 N = 10. 

并 与 各 | 。- “dz = 烃 的 结果 相 比 较 

和 解 ” 先 定 祥 函数 


1= inline( expb( 一 X2) 区 人 
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计算 [0,1] 上 的 积分 : 

(GaussLegendretf,4,0,1) 

计算 结果 = 0.74682412676625 

计算 [1,3] 上 的 积分 : 

(abssLegendreff,4,1,3) 

计算 结果 =0.13938153832888 

计算 [3,10] 上 的 积分 ， 

(aussLegerndretf ,4,3,10) 

计算 结果 = 1.281085345471258e -- 005 

于 是 [0,3j 上 积分 近似 于 前 两 段 积分 之 和 0.88620568509513 ,[0,101 上 积 


分 近似 于 三 段 积分 之 和 0， 88621849594859, 而 YE 0. 886227 ,精确 到 小 数 点 后 
第 5 位 . 


6. 按 第 3 题 (2) 同 样 的 观点 ,计算 


本 民 下 [= 等 ,=12…,6， 
并 作出 rz) 的 大 致 图 形 ， 
解 定义 函数 


于 = inlinet sintxix x 
上 =1, 用 Gauss- Legendre 公式 , 取 二 =4 计 算命 令 ; 
LI = CaussLegendreff, 4.0,pif3) 
计算 结果 = 10,.985453884379637 
上 =2, 计 算命 令 : 
取 = GaussLegendreff,4,0,2x pif3) 
计算 结果 =1.64638788070625 
= 3 ,计算 命令 
1 = GatssLegendretf, 4.0 ,pi 
计算 结果 = IT.851937603329543 
上 呈 二 4 计算 命令 1 

、， 到 = GaussLegeandretf ,4.0,4# Bi/3》 
计算 结果 = 1.72069043455490 
下 =, 计算 命令 ， 
1 = GaussLegendreft,4,0，S* pil3) 
计算 结果 = 1.50763538595016 
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国 | 钊 七 宣 证 各 人 


=6, 计 算命 令 ; 

匠 = GaussLegendretf,4 0,2* pi 
计算 结果 =1.41813455240854 . 
大 致 图 形 如 下 : 


上 


第 6 题 图 
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上 于 党 砍 分 的 概念 和 计 委 


1. 物理 学 中 称 电 场 力 将 单位 正 电荷 从 电场 中 某 点 移 至 无 穷 远 处 所 做 的 功 
为 电场 在 该 点 处 的 电位 .一 个 带电 量 + 9 的 点 电荷 产生 的 Sa 


Au 已 吕 


电场 对 忠 离 > 处 的 单位 正 电 菏 的 电场 力 为 下 = 上 马 { 二 为 17 ee 

广 } 7 4 1 

常数 ), 求 距 电 场 中 心 = 处 的 电位 ( 原 教材 图 8.1.0、 人 Ai 

解 ”可 = | 3dr= 各 . 人 0 
图 8.1.4 


2 证 图; 着 | 7(z)dz 和 | ”eg(z)dz 收敛 ,所 和 
和 为 常数 , 则 | [es F(z) + 已 gr)]dz 也 收 钱 , 且 
辐 [下 天 补 ) 十 bg(z)]dz= 忆 | Fa)dz+ 下 | ez)dz: 
证 设 |，H(z)dz= mm Faidr,| szjdz= Jo 全 sz)dz) 骨 
二 [Frzr)+R:gCZ)]dz -| [及 人 十 古人 二)]dz 
间 坦 
= lm | 7z)dz+ka lm | 号 (之 4dd 工 
= 后 | Faz)dz 于 本 辣 六 可 二 
3. 计算 下 列 无 穷 区 间 上 的 反常 积分 (发 散 也 是 一 种 计算 结果 )， 
W: ein Srdz; 【21) | e areos 2dz; 


1 
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@ 国 | 第 作 草 所 党 积分 


十 中 2 十 上 1 
G) | re dr (aeR) 《00) 了 dz { 访 各 及 ) ; 
笑 
(7) 人 2 | 
-Tt +1) ， oo fter+e”) 
| tn 
(9) | dzi 【10) 让 
解 (1]) 人 e si Szdz 一 - 亏 | e idgfeos 5Y) 
f 0 
= 亏 - 子 | ReDS 导 寺 可 你 
= 亏 - 蕊 e 本 fsin 5 
0 
= 子 - 东 | esin 与 关 村 工 ， 
由 
所 以 


ee 27dz = 


人 
了 


ea dlsin 2z)y= 3 


二 襄 
| 


到 . 与 
e xsin 7d 开 一 一， 


好 


| esin 27d 


一 入 3 二 一 3 
忆 全 cos 2z) 二 囊 于 | 人 CS 了 这 上 了 


可 
所 以 
十 5 5 加 马 
| ee cos 2zd7r 二 行 ， 
后- 二 = |- ae 
-om 丈 " 寺 汪 十 生 | ] 全 | 
人 十 -< 十 1 -一 
之 2 
国 请 1 dl 汪 ] 
本 | Y3 
.3 
号 全 全 人生， ， 泡 权 
3 Y3 -= 3 
(4) 当头 天时 ， 
《YE 十 CT 十 丽 2 四 让 
=- 天 天- 孝 j= fi  . 
本 一 24 25 2a8fc 十 玉 ) 
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8 1 反常 积 分 的 鬼 念 和 计划 |@ 
当 a = 二 时 ， 


人 1 1 + 地 
errdz = 上 | “zz jd 


此 结果 等 于 在 a 天 6 时 的 结果 中 以 5 = a 代入 后 的 结果 ， 
{5) 当 30 时 积分 发 散 ; 当 a<n0 时 ， 
展 ren dz= 翅 | ee dfaz)= 一 
(6) 当 访 委 1 时 积分 发 散 ; 当 户 > 工 时 ， 


浆 nz 


(7) 念 = tan ft, 刚 


二 四 


1 2 熙 
| (二 下 更 dz 民 DSS 计 三 之 4 


(8) 邻 旺 =, 则 
人 
0 《ee 二 e 1 【1L+ 六 ) 2f1+ 六 ) 1 4 
(9) 利用 习题 6.3 第 1(10) 题 的 结果 
| 2 dz ztY2z+1I4Y2 


全 三 囊 一 ii 吕 aretan3z+1)+ 归 aretan(y3z -1)+C， 
了 人 


邯 可 得 到 
| idz= 
no 了 十 1 2 
“” ln rz 1 ln > "”” 殷 工 
1 一 工 dx 一 家 
G0) | Eee | 让 二 dz 中 证 


对 等 式 右 端 任 一 积分 (例如 第 二 个 积分 ) 作 变量 代 换 == 一 , 册 


人 zzdz= -上 Int j， 
1 + 之 0 十 上 


所 以 


ln 大 
上 1 二 引 们 一 曲 . 


4- 计算 下 列 无 界 函 数 的 反常 积分 (发 散 也 是 一 种 计算 结果 ) : 
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国 | 某 / 音 厉 六 各 人 
1 亚 1 
过 器 工 ; 

GD) | 0 : 1-]no:y 

了 到 Te 
人 4 
G)| sin dzi (9 |， -dz， 

2 工 1d1 一 z) | _ 

划 上 上 7 主 计 io- -于 让 和 (VE)- 

1 FF 1 四 *。 
【2 ET | 人 二 ) 一 arcsingln 部 ) | 人 


(3) 令 YY-1=t, 则 
本 站 dz=2| +e)d= 


tw 本 一 


(4) 令 =- 工 =t, 则 


到 
| ] ， 1 1， 1t 
由 于 Ji 序 |eos 二 j 极 限 不 存在 ,所 以 积分 | -sin -dz 发 艇 ; 同 理 积分 
堪 sin -rdz 也 发 散 . 
(6) 令 VEm = 忆 再 利用 上 面 第 3(9) 题 ,得 到 


其 


| 1 dz=2| d 业 天 
0 w tan 工 0 + 
村 
S. 求 极限 lim 一 
卫 了 t 
解 mnxsL im >in 生 = | ln zdz = -1， 
昕 一 加 大 R- 闻 机 站 三 和 


所 以 
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3 1 反常 积分 的 扳 念 和 计算 | 克 


6. 计算 下 列 反常 积分 : 


D la cos zdzri G) | fin sin 7dr; 
1 5 
{3) E et 十 日 工 ， (4) | dz 
和 
: lnz 
G) | 2 


解 《1) 令 x ,再 利用 例 8.1.11 ,得 到 


下 ln eos 区 村 二 一 | ln sin rdt 三 一 二 协 二 
(2) 令 工 =r=+, 由 
上 到 ln si 和 mn 工本 | Trln sin td 一 | tln sin zdi ， 
0 和 0 
得 到 

珀 村 和 

| 衬 ]n Sin 基本 交 = 子 | ln sin xzdz=x| ln sn rdzr= 一 二 na2. 

0 辣 让 之 


扰 


(3) 下 zeot dz 一 上 zd 由 ln sin zf zinsnyz) 上 ln sin 六 dz 
0 看 由 


{4) 念 了 = atcsin ,得 到 


1 于 
有 hecstn 元 世 
| 二 | 让 人 人 
人 二 和 2 


本 en 上 1 。 
G5) | Ia 工 dzr 三 | ln zxdfarcsin zz = 《ln rarcsin 了 | _ | arcsin | 
avY1 0 人 


区 
襄阳 之 ， 


向 


7. 求 下 列 反 常 积 分 的 Cauchy 主 值 ， 


(1) (po | 让 二 dz; 二 | 一 5dx 
《3 (cpw) 人 人 


+ 雪 1 + 下 


Ets SSiiactsia 
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国定 和 分 


本 1 . 和] 2 一 间 昌 
(2) (ep 二 5 好 [dalz-20| +lz-20)| ] =n 2， 


(3) cpv) | 


2 2 1 一 全 
dx = linftlnlin =)| +{lniin zl)| ”1 = 
ia 宇 ]mn 于 信 *01 1+ 1 1 


8、 说 明 -一 个 无 界 函 数 的 反常 积 分 可 以 化 为 无 穷 区 间 的 反常 积分 . 
证 设 | FPCzjdr 是 一 个 无 界 阴 数 的 反常 积分 ,zx= 是 F(z) 的 众 一 奇 点 


( 即 F(z) 在 = “的 左 领域 无 界 ). 令 := 志 -2, 则 


| aa 全 /5- 人 近 
等 式 右 端 就 是 一 个 无 穷 区 间 的 反常 积分 ， 


9 (1) 以 | zaz 为 鲍 , 乞 述 并 证 明 友 常 积分 的 保 序 性 和 区 间 可 加 性 ; 


《21 举例 说 明 ,对 于 反常 积分 不 再 成 立 飞 积 可 积 性 、 
解 (t+) 保 序 性 : 


设 | KGz)dz 与 | eg(z)dz 收 生 , 且 在 [ea, + oo) 成 立 /(z)35(z), 风 
| 所 并 ) 工 之 下 呈 《 宇 JQ 工 ， 


证 由 定 积分 的 保 序 性 ,可 知 | F(z)dz2> | s(z)dz, 再 令 4 十 om， 
区 间 可 加 性 ， 


设 | zjdz 收 俩 , 则 对 生意 ce fa ,+ oo), | Fr)dz 收 伍 , 且 


上 9 人 所 )dz+ | rz)dz. 


证 由 定 积分 的 区 间 可 加 性 ,可 知 | A(z)dz= | F(zjdz+ | zjdz， 
再 售 用人， 


(GD) 设 A(z) -8(z)= 到 江 , 风 | 7A(z)dz 与 | sg(z)dz 收 伍 ,个 
| Ca)e(z)dz 不 收 伍 


10. 证 明 : 当 aa>0 时 ,只 要 下 式 阿 过 的 反常 积分 有 意义 ,就 有 
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5 1 反常 积分 的 模仿 和 计算 | 
+ 咖 1] 中 
| 1 三 +<] sdz=me| 站 2 
正六 7 几 [ 侍 + 对] 2 dz -na f( 这 + 全 | 二 dz 
0 如 和 王 
-| [三 + 全 j 王 dz 
太 亚 相 
-| (三 + ln 之 一 ia | + | 于 + 全 | 惠 荆 ed 
了 妈 和 禾 愉 交 王 人 


对 上 式 右 端 两 积分 中 任意 一 个 (例如 第 二 个 ) 作 变量 代 换 = 2_, 则 当 ia 


日 二 下 _ 了 alnz-lha lt 一 ina 
+ 四 时 ,ra 人 中 工 人 dt. 于 是 由 
nzrlne ft aynt 一 ina 
| 川 下 + 二 2 | /二 + 和) 了 人 8 


得 到 


和 四 


于 ln 工 了 下 1 
| 族人 dz-me|， 几 诗 + 全 ) 二 dz 


-全 ee- 人 


11. 设 | 7z)dz 政策, 且 im 7(z)= A, 证 明 A=0 


平 
c* | 各 
已 
Te 

| 
让 
让 
| 
己 _ 
二 
2 


证 ”用 反 证 法. 不 芒 设 4 >0, 则 对 = = 本 A>0,3X>ay yz>X, 成 立 
KGz) -AI< 亏 A, 从 而 Hz) > 本 4 由 

碳 且 天 1 

| Alz)daz= | Flz)dz+ | zjdaz> | Hz)dz+ 厅 A(B-)， 


如 十 上 
可 知 lo | 庆 二 和 to 与 | (zjdz 收 敏 发 生 矛 盾 . 
同 理 也 可 诞 明 不 可 能 有 4<0, 所 以 4=0. 


12. 设 7(z) 在 [e ,+ oo) 上 可 导 , 且 | (zjdz 与 | 广 (z)dz 都 收 化 ,证 
朋 lim Az)=0. 

证 | reapdz= | aa)= im-Fa)， 
由 |， 广 (z)dz 的 收 伍 性， 可知 lm_7(z) 存 在 且 有 限 , 再 利用 第 11 题 的 结论 ， 
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图 | 第 八重 豆 休 职 分 


得 划 
jim 六 z 一 人. 


计算 实习 题 


在 教师 的 指导 下 , 试 编制 一 个 通用 的 Gauss - Legerute 求 积 公 式 程序 ,在 计 
等 机 上 实际 计算 下 列 反常 积分 值 ,并 与 精确 值 比较 ， 


11 一 了 区 
GD) | 一 过 一 qz， 精确 值 天: 
(| p ziatl- zjdz， 精确 值 2 一 气 ; 
G)|， In cos 均 机 ， 精 葡 信 - 本 tn 了 
“人 丈 
《二 ) | 如 证 ， 精确 值 椰 ; 
《3) 下 sinf 六) 人 dr ， 精确 值 元 
解 【1) 定义 末 数 


fiplinef logf1 一 xf 和 

用 ”= 的 Gauss- Legendre 公式 计算 ， 
GaussLegerdretf 80,1) 
计算 结果 = -1.6380 

积分 近似 值 = -1.6449. 

(2) 定义 函数 

1= inlinet log(1 一 xx [TogfX) 和 分 

用 ma=8 的 Gauss- Legendre 公式 计算 
GaussLegendret1 ,8 ,0,1) 

计算 结果 =0.3551 
积分 近似 值 =0.3551 

(3) 年 义 函数 

1= injinef ]o 人 geosf 和 ) 轩 式 习 

用 ”=8 的 Gauss- Legendie 公式 计算 ， 
GaussLegendre(T,8,0,pif2) 
计算 结果 = ~1.0778 

积分 近似 值 = -1.0888. 
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2 反常 积分 的 收效 判别 法 | 三 


(4) 定 又 函数 
f= inlinef' sinfxjfx ，x 
出 于 积分 收 敏 较 上 嵌 ,根据 Gauss - Legendre 公式 计算 特点 , 取 =8, 并 将 积 
分 分 段 计 算 再 求 和 ,编写 程序 如 下 {ex4 .my): 
点 fial 一 总 ; 
aa 一 恬 ; 
Jor i 三 二 :kk 
aa= aa+ (CatssLegendretT,n 2x<T-2)7<Pi)2XixTihi 
end 
aa 
k= 100 ,ex4 
计算 结果 :1.56920478540775 
k= 1000 ,exd4 
计算 结果 :1.5706373717184103 
k= 10000 ,exd4 
计算 结果 :1.57078041128177 
积分 近似 值 = 1.57079632679490, 积 分 上 限 4 计算 到 20000x 可 得 较 高 的 精度 ， 


(5) 首先 作 变换 ， = z ,积分 化 为 隐 du ,然后 利用 上 一 小 题 的 方法 计算 . 


定义 函数 

f= inlinef ” singuy127sqrtfay ui 

K= 100，exd4 

计算 结果 :0.60766007491998 

K= 1000 ,ex4 

计算 结果 ;0.62129931986090 

k = 10000 ,ex4 

计算 结果 :0.62561243964455 

积分 近似 值 =0.62665706865775 ,积分 上 限 4 计算 到 20000x 得 到 的 结果 
精度 不 高 ,这 是 由 于 原 积分 收 伍 速 度 较 慢 的 原因 . 


2 友 常 积分 的 收 生 判 别 法 


1. (1 证 明 比 较 判 别 法 { 定 理 8.2.2); 
(2) 举例 说 明 , 当 比较 判别 法 的 极限 形式 中 != 0 或 + om 时 ,| (zjdz 和 


了 
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办 | 锡 作 章 瑟 # 积分 


| Fzydz 的 化 散 狂 可 以 产生 各 种 不 同 的 情况 . 


解 《1) 定理 8.2.2( 比 较 判别 法 ) 设 在 [e, + oo) 上 人 恒 有 0 所 F(z) 的 
Ko(z) ,其 中 开 是 正常 数 , 则 


当 国 pf(z)dz 收 敏 时， | Areadz 也 收 敏 ， 
当 攻 PFCz)dz 发 散 时 ， 矿 of(zjdz 也 发 散 ， 
证 当 | ”ep(zjdz 收 敏 时 ,应 用 反常 积分 的 Cauehy 收 敏 原 理 ， 


中 20, 习 ay SA 成立 


可 
E 
| 罗 《 守 dd 工 < 均 : 


于 是 


二 
<|| 六 反 全 jz | <， 
A 


并 
Is 

所 以 | zaz 岂 收 敏 ; 
当 和 六 xidz 发 散 时 ,应 用 反常 积分 的 Cauchy 收 笋 原理 ， 


3s>0,YAo3>a,34,A' >4o, 成 立 | | Fz)dz|>>Kes 
于 是 
7 人 了 
1 g(zjdzj>| RH(zjdz|>>eo， 
所 以 | ef(zjdz 也 发 散 . 


注 本 题 下 半 部 分 也 可 采用 反 证 法 :假设 | ”ef(z)dz 收 伊 ,由 上 述 结果 可 
知 | 7(z)dz 也 收 敏 ,这 与 | aaz 发 散 相 矛盾 . 
如 人 了 ) 荆 了 1) 菩 Im 几 z) 未 
(2) 设 在 [ea,+ ee) 上 有 天 rz)>0,9(z)>0, 且 lm 大 区 =0, 则 当 | 7z)dz 


发 散 时 ， | wz)dz 也 发 散 ;但 当 | A(z)dz 收 敏 时 |。 9(z)dz 可 能 收 全， 
也 可 能 发 散 . 


上 | 天 zz) 
昌 王 重 人 量 人 一 本 


| az)dz 收 仇 ,而 对 于 | | ftzjdz, 风 当 1<<2 财 收 敏 , 当 0< bs<1 时 
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5 2 反常 积分 的 收 痢 唱法 | 克 


发 散 . 
设 在 [a, + oo) 上 有 /(z) 之 0,p(z) 六 0, 且 lim = + co , 则 当 


改 7(z)dz 收 伍 时 | g(zjdz 也 收敛 ;但 当 | 7(z)dz 发 散 时 ，| 闻 [ 工 )d 
可 能 发 散 ,也 形 能 收敛 . 


_ 1 1 有 
例如 7(z) = - 产 ,9(z) = 节 (2> 本 | 则 .Jim 大 区 = + oo 显然 有 


站 rpdz 发 散 ,而 对 于 「”9(z)dz, 则 当 寺 < 户 包 1 时 发 散 , 当 户 > 工时 
收 敏 


2, 证 明 Cauchy 判别 法 及 其 极 限 形 式 ( 定 理 8.2.3 及 其 推论 )， 
证 定理 8.2.3 【Cauchy 判别 法 ) 设 在 [ae,+o)Ct0,+ co 上 恒 有 
Frzjz0 开 是 正常 数 . 


(CD 车 Hz)< 呈 ,日 户 >1 风 | za)az 收 化; 


(2) 若 几 z) > 号 ,是 p<1, 骨 | Aadz 发 散 . 


推论 (Cauchy 判别 法 的 极限 形式 ) 设 在 [a,oo)C(0, + co) 上 恒 有 六 xz)>0， 
目 
imz Ar) 
则 
(车 OSI< + oo ,日 p>1 则 属 (zydz 收 委 ， 


(2) 若 0< /二 Too, 且 p<1 网 罗 PFCz)adz 发 散 . 


证 直接 妙用 定理 8.2.2( 比 较 判 别 法 ) 及 其 推论 (比较 判别 法 的 极限 形 
趟 ) ,将 晒 数 p(z) 取 为 -二 ， 


3. 讨论 下 列 非 负 函 数 反 常 积 分 的 敛 散 件 : 


1 ”tretan 浆 
GD) | 一 一 -一 一 -一 一 一 一 dz 一 一 一 疙 村 
! ze +lnz+t ! 了 + 之 


二 了 
解 1) 当 *~> + oo 时 ， 
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四 | 革 人 宣 到 于 和 分 
本 ET 


日 


所 以 积分 | -天 -一 寺 一 一 一 -dz 收 倒 
1 兴 和 一 人 二 
(2) 当 工 +eo 时 ， 


站 二 己 t 记 证 区 
二 十 王 2z” 


所 以 积分 | 当 2 2 江 dr 收 伊 ， 


而 积分 |。 1 -dz 发 散 , 所 以 积分 | TFTdz 发 衣 . 
(4) 当 ss 


二 1 


1+TrPr 2 9 


- 工 -dz 收 敏 ， 在 其 余 情况 下 积分 | 二 dx 


所 以 在 户 -9>1 时 ,积分 | 
发 散 . 


到 


4. 证 明 ; 对 非 负 函数 f(z),(epv) | 7(z)dz 收 敏 与 | ，Cz)dz 收 倒是 
等 价 的 ， 
证 显然 ,由 | ，7(z)dz 收 和 可 推出 (cpv) | 7(z)dz 收 伍 , 现 证 明 当 
7(z)>>0 时 可 由 (cpv)| ，7z)dz 收 全 推出 | 。 7)dz 收 敏 . 
由 于 (cpv) | ”7(z)dz 收 敏 ,可 知 极限 
im_P(A)= lm | 7z)dz 


存在 而 且 有 限 ,由 Cauchy 收 伍 原 理 ， 
本 0 420Y AAA)-IA 1 Se， 
于 是 YA ,4A 之 4 与 站 日 ,了 汪 ,成立 


上 KedzlSlIP(O -FUADI<e 本 全 adzl<lP(B)-P(BOi<e， 
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这 说明 积分 | ”zjdz 与 | 7(zJdz 都 收 笋 所 以 积分 | ”7(z)dz 收 生 . 
5. 讨论 下 列 反常 积分 的 化 艇 性 (包括 绝对 收 敏 . 条 件 收 候 和 发 散 ,下 同 ): 
(1 国 -sin 工人 } 【2 下 sdz { 访 所 有 民 ，); 
(9) |， 王 2 dz (bER) (4)| sin(z)dr 


+ 
| cjsin zdr (po(z) 和 qu(z) 分 别 是 mm 和 次 多 项 式 ,9,(z) 


在 rE[lae,+eo) 范 围 无 霍 点 . ) 
解 (1) 因为 了 (4) = | sn rzdz 有 界 ,对 也 在 [16, + oo) 单 调 , 旦 


mm. 3 开 =0, 由 Dirichlet 判别 法 ,积分 | ”过 虽 开 sin zdz 收 伍 ;由 于 


二 


zsin x -| 了 血 zl = 宁 四 中 二 | (1 -eas 2 工 )， 
而 积分 三 二 | 地 发 散 ,| 下 工 收 谷 ,所 以 积分 
语 是 ln 王 人 | 汪 发 散 ， 即 积分 | 斌 Sin 工 昌 条 件 收 和 伊 . 


(2) 当 户 >1 时 ， Tai 上 ,而 六 六 dz 收敛 ,所 以 当 户 > 1 时 积分 


必 sdz 绝对 收 伍 ; 


当 0<a 扫 1 时 ,因为 下 (4) = 下 sin 芋 昌 有 界 , 志 在 [1， + o} 单 调 , 且 


lim 本 册 Dirichlet 判别 法 积分 | dz 收藏; 但 因为 当 0< pssl 时 


于 一 十 名 审 乡 


积分 | Jsmz1dz 发 散 ,所 以 当 0< p<l sdz 条 件 收 钱 ， 


(3) 当 户 >1 时 ， 人 二 , 而 | 2 -dz 收藏 ,所 以 当 声 >1 时 


积分 Si 了 > 竹林 绝对 收 各 ; 
1 让 


当 0< 2 二 1 时 ,因为 积分 国 szdz 收 敏 ,aretan z 在 [1，+ oo ) 单 调 有 


界 ,出 Abel 判别 法 ,积分 | 52 Zarptan dz 收 乱 ;但 因为 当 0< p<1 时 积分 
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者 第 作 章 ”反常 积分 


下 2 |sin zldz 发 散 , 所 以 当 0< ps1 时 积分 | 2 2 二 dy 条 件 


收 委 . 


《4) 令 了 = ， 了 sinf yz )dz = dr ,由于 | 32 条 件 收 化 ,可 


知 积 分 上 sinfz ydz 条 件 收 伍 . 


记 。 了) 
sl1I1 二 


《S) 当 靖 关 认 二 工 且 z 充 分 灰 时 ,有 1 


区 二 ,可 知 当 n>m+1 


时 积分 |， 名 (2 加， sin zdz 绝对 收 全 


当 a= mm+1 时 ,因为 F(A)= | sin rdz 有 办 ,县 当 x 充分 大 时 ,加 [2 


单调 目 jint 姑 (2) = 0, 直 Dirichlet 判别 法 可 知 | ”加 (Jsin zdz 收 伍 ; 但 由 


于 当 一 + oo 时 , 包 c -~ 


下 


人 


记 (in 开 
了 【之 ) 


sin zdt 条 件 收 伍 ， 


es 4 ,4 为 非 堆 常 数 、+ o 或 - om , 易 知 积分 


“加 si zauzr 发 散 . 


Sa 


dzr 发 散 , 所 以 当 # = 


更 二 时 ， 积分 |， 全 地 


6. 设 F(z) 在 [ea ,5 只 有 一 个 奇 点 zx= 了 ,证 明定 理 8.2.3 和 定理 8.2.5- 
定理 8.2.3 (Cauchy 判别 法 ) 设 在 [ea,b) 上 恒 有 F(z)30, 若 当 二 属于 5 
的 某 个 左 邻 域 i- mb 时 ,存在 正常 数 久 , 合 得 


G) FUzj 坏 .上 p<1., 风 人 redz 收 敏 ; 


五 
{《 古 一 碟 ) 


(2) lz) 字 , 且 pzL 骨 发 散 . 


政 
人 

证 | ET [dz 收敛 ,由 反常 积分 的 Cauchy 收 伍 
原理 ， 


dzr| 慷 <. 


瑟 0 了 当 >0， 好 几 ra 政 


= 
(5 了 


,所以 二 Fozjdz 牙 敏 ， 


由 于 || 天 z)dz|<|[ Tedz 
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5 3 反 和 积 分 的 收 和 居 唱法 | 斩 


(2) 当 #1 时 ,积分 | 元 Crdz 发 数 ,由 反常 积分 的 Cauchy 收敛 原 
理 ， 
本 Eu >>0， 是 全 人 0， 习 7,7? E(0， 他) ， rzdz z| > 及， 
忆 一 昌 玉 
由 于 | 1 民 Cd 们 eo ,所 以 | FIzrldzr 发 散 . 


推论 (Cauchy 判别 法 的 极 眼 形式 ) 设 在 [a,z) 上 恒 有 产 z)220, 且 
lim ( 放 - xz)27(z) = 
则 
(1) 车 0<i< + oo ,是 b<1, 则 fenaz 收 敏 ; 


(2) 若 D< 和 +o, 上 且 关 空 上风 | Fa)dz 发 大 . 
证 《1) 由 Jim (天 Hz (SOSI<+c) ,可知 
了 8>0,YzE(5-S.5) ,成立 Hz)<T 


再 应 用 定理 8.2.3 “的 (1) . 
(2) 由 lim (zz)=L (pzlO<i 生 +c) ,可知 


了 38>0,VYyECE 一 人 6) ,成立 Fr)> 


其 中 0< cec<1 ,再 应 用 定理 8.2.3 的 (2). 
定理 8.2.5/ 若 下 列 两 个 条 件 之 一 注 足 , 则 | 7(z)g(z)dz 收 生 ; 


有 
(可 一 卫 ) 


《1D) (Absl 乔 别 法 ) | raiaz 收 敏 ,sg(z) 在 [ae .5) 上 单调 有 恰 ; 
(2) (Dirichtet 判别 法 )F(y) = | Ad 在 (0,5 - a] 王 有 界 ,g(z) 在 
[a ,5) 上 单调 且 lim g(z)=0. 
证 1) 设 1g(z)1 拟 G, 因 为 | (xdz 收 伍 ,由 Cauchy 收 化 原理 ， 
Ye>0,38>0Y4,4AE0G -SO 成 立 | (zaz|< 寺 


由 积分 第 二 中 值 定理 ， 
Fosg(zjdz 


<le(4) | zidz reg040 | adz| 


<6|| aaz + | maz)az|< 呈 + 二 = 
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@ 付 | 第 八 章 到 党 积分 
4 
人) 设 |FCDISM, 于 是 YA,A'E [ea ,5), 有 || 7(z)dz|<2M- 因 为 


im (zz) 一 0,VYe>0, 习 >0,VYzcE( 一 全 ,)， 有 1g(z)|< 本 7 由 积分 第 二 


汪汪 计 


as(aaz|slg(A) eeaz +|1g8(A7)|， | aaz 


<2afg(4)|+2MEg0A| < 下 = 浊 
所 以 无 论 娜 个 判别 法 条 件 满足 ,由 Cauchy 收敛 原理 ,都 有 | 二 
收 敏 的 结论 


7. 讨论 下 列 非 负 函 数 反 常 积 分 的 伍 散 性 : 


中 EN O) | 旦 二 da 
了 1 工 -eos 
4 ) | 0 cosIzsinz (9) | 人 | 
1 
【31) | | 和 之 dr 【6 | 2 一) dr 


二 
(7) | zt 人 1 一 工 )5 inzldz， 


解 〈1) 央 为- (z-0+)， 
和 


1- ), 所 以 积分 | dz 收 和 伍 . 


(2) DR , 且 对 任意 0< 8 二 1 Ti 2 电工 = 即 当 z>0 充 


一 


分 直击 


和 生 志 dy 收 全 


所 以 积分 | _，】  ，dz 发 散 . 


名 了 St 并 


(4) 因为 一 下 一 二 (z-*0+) 所 以 当 6<3 时 积分 「 一 将 zdx 
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$ 2 反 第 积分 的 收 让 判 吧 法 | 熏 


收 敏 , 当 2 演 3 时 积分 扑 dz 发 散 ， 

(5) 首先 对 任意 的 0< 38<1 有 Jim [zln zl 门 =0, 即 当 z>0 
充分 小 时 ， 有 ln zl"< 访 ;有 |In zl - 天 一 一 (rr 一 1-). 所 以 当 记 > -1 
时 ,积分 | Im zle*dz 收敛, 当 ， 雪 -1 la zl2dz 发 散 ， 

【 行 } mr 01- 一 【 工 -* 有 自 上 十] ze -TU 【了 一 
1- ), 所 以 在 疡 >0.g > 时 积分 | xz (1-z)7 dz 收 项 ,在 其 余 情 况 下 积分 
[ 2 if 一 idz 过 散 ， 

O) ez)otlmzl~- 一 (zz1-), 且 当 记 >0 时 ， 

(1-) 
jim [zl 二 (ze 一 zin 了 | 让 =0, 即 当 关 >>0 充 分 小 时 ,有 刀 -1(1- 32 


二 "人 十 


in z|< 一 ,所 以 当 >0,g> -1 时 积分 上 ef1- zln xldr 收 乱 ， 
于 和 


在 其 余 情况 下 积分 | ze -zeiln zldz 发 向 . 


8 讨论 下 列 人 

CD OO 大 EC Tri 
(3) | dri ee 2 dz 

G .as (9 | 0 

| -dz (8) 轴 - 


1 上 <1 4 一 4 -1 上 + 1 -1 9 -1 
下 把- 生 莹 了 三 呈 于 
解 GD) | 人 dz- | 人 
人 In 蛋 四 


于 订 请 1 半 1 
当 >0,y>0 时 积分 | 天 -dz 与 积分 | 到 -dz 显然 收敛 , 旦 当 z- 


1 一 时 ， 
zi [Crz-ID) 瑟 -1I]-[I(L+(z-1)) -1 
ln 六 jntI+(k 一 | 
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@ 国 | 多 作 生 扎 闪 和 分 


人 
即 |， 世 于 dz 不 是 反常 积分 ,所 以 积分 | 王 -T- 革 dx 收 往 


SS 了 
2 -一 一 dz 
| 江 ( 开 一 一) 
站 
af 一 1 (rz-2) 1 (zz 一 2) 
We 1 
十 -天 -一 dz 
wz 一 TFTz 一 2) 


因为 


T 1 1 工 
一 一 把 郊 一 人 十 )， 
VE 7 全 0 
1 1 
一 一 一 -一 一 (Cr 一 1- )， 
1 
所 以 积分 | 关 一 dz 收 策 ; 
史 和 一 关 ( 之 一 2 
因为 
T 1 
本 
Wi ee 到 
二 2 一 
7 于 【 工 一 2) - 克 《人 一 了 2 
所 以 积分 | 1 
1 we 一 1 一 2) 


因为 


0 2+) 
让 2 了 
1 


本 一 十 近 )， 
和 ee 革 ( ) 


所 以 积分 | FT zx 收 敏 ， 


由 此 可 知 积分 | di z 收 敏 ， 


(3 厂 7 了 1 | Pdz+ 二 加 tlL+z)a。 


和 
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5 3 反常 积 分 的 收 钱 判 唱法 | 合 

由 7 2 一- (z0+) 可知 当 <2 时 ,积分 | 7 dz 收 敏 ， 
当 放 >2 时 ,积分 | 4 开 1dz 发 艇 ; 

当 靖 >1 时 ，lim_ [7 ] -0, 即 当 并 >0 充分 大 时 ,有 ](1 二 二 

-可 ,其 中 全 二 >1, 可 知 当 >1 时 ,积分 | 了 17 dz 收 红 , 当 ， 包 
人 了 和 ax 发 散 ; 

综 上 所 述 , 当 1<z<2 时 ,积分 |。 17 dx 收 伍 ,在 其 余 情 况 下 积分 
| DGL 2 发 散 ， 


十 中 T + 品 
aketarl . 世 TCTt3T 民 且 TetaHn 人 
二 
丰 1 


人 卫 


1 
由 2 和 0 于 -FT (z0+ ), 可 知 当 疙 <2 时 积分 | SEE9n zdz 收 生 ; 


出 


本 1 {z 一 + eco) ,可 知 当 >1 时 积分 | dx 收 丝 ， 


村 


所 以 当 1<<2 时 ,积分 | ee dz 收敛 ,在 其 余 情况 下 积分 


| 人 生 可 世 发 散 . 
右 证 
(5 下 Rs 直 YE 工 dz 四 | 
0 让 和 7 
有 2 (z0+ ) ,可 知 当 六 < 避 时 积分 | 交工 dz 收 货 , 当 
芝 0 


2 亲 时 积分 | Y tan dz 发 散 |; 
0 和 
由 tan 工 2 
ee 
声 】 开 本 
开 (和 
所 以 当 < 时 积分 | Ye 二 dz 收 伍 , 当 六福 时 积分 | Yen de 发 
站 这 息 村 
散 . 


[2 可 知 积分 | 人 收 敏 ， 
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图 | 半生 开 人 
{67) | pe 全 一 [ AP ed 十 二 2 ea 人 
由 于 积分 | ”ze “dz 收 全 ,及 ae 0+) ,所 以 当 记 >0 


时 积分 | ze-te-xdz 收 敏 , 当 <0 时 积分 | ao-le-zdz 发 散 ， 


二 吧 1 区 1 1 十 呈 了 
(7) 和 dz+ | 二 dz， 
当 户 = 9 时 ， 显然 积分 | - -dz 发 散 ; 
0 本 ， 


所 以 当 min(p,g)<1, 且 max( 访 ,9) >1 时 积分 | ， -tdz 收 化 ,其 余 情况 


下 积分 | ， -5dz 发 艇 


(8) 设 > 1, 则 对 任意 的 9, 当 z 充分 大 时 ,有 -< 5 因为 妊 > 
站 
1 ,可知 积 分 | ， - 二 dz 收 全 
设 < 1, 则 对 任意 的 9 , 当 = 充分 大 时 ,有 ->- 巧 +， 因为 2 < 1 可 
zlnez 让 二 


知 积分 |， -dz 发散 . 
2 光 mn 
设 =1, 令 了 zz=l; 则 | 二 民 下 ,由 此 可 知 当 沁 >1 或 加 =1 
” 2 1n9 nz 1 7 


q> 1 时 积分 |， 二 rdz 收 伍 ,在 其 余 情况 下 积分 | 。 -5-dz 发 散 


5. 讨论 下 列 反常 积分 的 伍 散 性 : 


十 听 六 一 上 + 吧 绊 。 
(GD [rdzi (2) | 本 六 dz (2>0)i 
(3) | 人 (9) | E 

] 到 眉 区 让 

,om SI | 


G) | 3 -cos 2rdzi (6) | 2 
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$ 2 反常 积分 的 收 各 判 别 法 | 夺 


十 操 天 1 上 各 一 ] 1 吧 xz | 
解 《1) 十 工 4 天 本 上 于 + 站 

避 和 1 人 
站 一 下 (xz 人 人 


积分 | 王 dz 收 敏 ,在 其 余 情况 下 积分 「 了 忆 dz 发 散 . 


(2) 当 g< 记 -1 时 ,由 开关 | < -十 ;可 知 积分 0 si 之 dr 绝对 收 
笋 . 


当 户 -1< < 记 时 ,因为 FU(A)=- 「 sin xdz 有 界 , 当 充分 大 时 - 王 


1 二 


单 


调 减少 , 且 Jim [二 一 =0, 由 Dirichlet 判别 法 ， 积分 | 于 各 天 dz 收敛 ;但 因 


为 积分 | 2 生计 dz 发 散 , 所 以 当 彤 -1<g< 户 时 积分 三 sin 工 | 条 


工 十 宛 
件 收 伍 
当 了 六 时 ,由 于 ， ce 时 [六 ”smzdr 不 赵 于 霍 , 可 知 积分 


2 1 十 了 


十 上 下 
| 工 ” St 有 发 散 . 
1 开 


1 工 十 


十 加 本 下 1 4 上 量 吕 上 
公 DOS “Oos 村 尼 
(31 | dz= | = ecos da + 人 
0 羡 t 


了 工 


由 和 9 革 ~ -点 (z~0+ ) ,可 知 当 p<I 时 积分 | 2 一 党 二 dz 收 笋 ,在 
其 余 情况 下 积分 人 ceo zdx 发 散 
当 < 时 ， 人 一 [ed 发 散 ; 当 p<0 时 ,不 难看 出 


积分 | 渤 -998 dz 发 艇 ， 


4 
当 0<<1 时 ,因为 || 。 0S ee 且 lim 二 =， 让 


Dirichlet 判别 法 ， 可 知 积分 | ， 一 dz 收 铺 ， 


综 上 所 述 , 当 0< 5<1 时 ， oa =izr 条 件 收 笋 ,在 其 余 情 况 下 


积分 | es dz 发 散 . 
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图 | 条 人 和 到 党 各 


Ho 93n 工 。 也 下 
(4] 上 所 工 | 


L an _， 1 忆 生 二 

Sinl 立 工 
z= | 和 dr+ | 人 
汪 0 站 1 站 


由 esin 2z -zx0+ ) ,可知 当 <2 时 积分 | 于 


汪 Sn dr 收获 ， 
在 其 余 情况 下 积分 | 。 


一 史 - 王 工 半 国 发 散 . 

当 1<<2 时 ,显然 积分 | E 2Z dx 收 伍 ; 当 <1 时 ,不 难看 出 
积分 | 8 2z dz 发 散 ; 当 ps0 时 ,不 难看 出 积分 | 2 dz 发 
歼 . 


《时 十 二 机 汪 : 二 
当 0< ps<sl 时 ,因为 | em Sin 2zdz=0, 可 知 || ”sin 2xdz| 有 界 ， 
才 而 


且 点 单调 碱 少 ，limn - 荡 = 0, 由 Dirichlet 判别 法 ,可 知 积分 | 2 22dz 收 
效 ， 

综 上 所 述 , 当 1< <2 时 积分 | ， 一 2 2dz 绝对 收 敏 , 当 0< <1 时 
积分 | 


cs 2zdz 条 件 收敛 ,在 其 余 情况 下 积分 几 esin 2zdv 发 散 
(G) 令 := 于 , 骨 


7 村 
-五 cos 二 dz 一 cos td， 
让 了 1 站 


于 是 可 知 当 记 <1 时 积分 | as 上 dr 绝对 收 化; 当 1<p<3 时 积分 | 
条 件 收敛 , 当 演 3 时 积分 | 2 二 冯 dz 发 散 . 


L 1 和 
人 


(6) 当 户 >1 时 ,因为 1 可 多 积 分 | 
对 收敛 ， 


当 0< 2 袜 1 时 ,因为 | 


到 村 
刀 

靖 ， 

目 

WA 

t| 


和 所 以 积分 | 
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$ 2 反常 积分 的 收效 判别 法 | 确 


] :| 二 
二 直 一 Ne Sm 一 CO5 了 十 EDSs -一 Sm 二 
| HI = | - 工 ”一 一 dz, 注意 到 当 z 充分 大 时 ， 
1 证 1 达 
二 六 本 sin[ = 二 | 
- 庄 与 一 二 都 是 单调 碱 少 的 ,由 Dirichiet 判别 法 可 知 积分 | ， 一 -7 宇 “dz 


1 
收 伍 , 所 以 积分 | 条 件 收 伍 ， 


10. 证 明 反 常 积分 人 zsin ztsin rdz 收 伍 
证 对 任意 4 > A >0, 由 分 部 积分 法 ， 


人 4 Sin 于 4 
YSin sin 了 dz 三 一 一 了 deos z ) 
玫 十 工 
， 二 由 二 
= [- 呈 3 508 工 co08 工 
一 人 
册 由 寸 攻 


轴 本 
-| cos 空 SI 工 


， 可 
Ve>0 .因为 lim ( -至 了 eeOSs 于 j=。 
工 呈 二 的 阁 玛 
4 起 
了 A >0.yYz>A ,成 立 _ Sin 志 eOS 工 二 是 
4 二 4 
下 
于 是 对 任意 4 > 47> 4 成 立 | - 到 了 三 | < 号 


因为 积分 | ”Sos So 工 dz 收敛， 
3 了 4:>0, 对 任意 4" > 由 >: ,成 立 下 So dr < 二 ; 
因为 积分 | 收 敏 ， 
3 4;>0, 对 尾 意 4 > 由 >4; 成立 虹 2 二 和 < 


取 4A=imax|j 上 ,4: ,4 | ,对 任意 有 > 由 >> 册 ，, 成 立 


导 
生 二 -~ 
| 了 罗 了 Sn 了 de， 
本 


由 Cauchy 收 令 原理, 可知 反 常 积分 | zsin zsin xzdz 收 伍 ， 
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洛 | 第 八 童 ”反常 积 分 
11, 设 | 7(z)dz 绝对 收 敏 , 日 im 7(z)= 0, 证 明 | 严 (z)d: 收 全 
证 由 Jim Az)=0, 了 4>ay yz>A, 成 立 |F(z)1<1, 于 是 产 (z) 么 
zl. 由 于 | |F(z)1dz 收 伍 , 由 非 负 函数 反常 积分 的 比较 判别 法 ,可 知 积 


分 | 疡 (z)dz 收 策 


12. 设 FLz) 单 调 , 且 当 xz ->0+ 时 F(z)+oo ,证 明 ， | F(zjdz 收 敏 的 必 


要 条 件 是 im zFz) =10. 
证 首先 由 六 z) 的 单调 性 ,对 于 充分 小 的 0< zx<1 ,有 
O< 了 /< 上 (dt 


由 于 | 7z)dz 收 伍 ， 由 Cauchy 收 化 原理， tm | 7)dt =0, 于 是 得 到 
如 如 一 个 十 委 


lim 工厂 宇 让， 


13. 设 | 7z)dz 收敛 . 旦 xzF(z) 在 [a, + co) 上 单调 碱 少 ,证 机， 


_lim z(]m 了 扩 工 ) = 站 
证 首先 容易 知道 当 z 一 上 + c 时 ,zxFz) 单 调 减少 趋 于 0, 于 基 有 全 站 工 让 - 衬 
0, 且 


0< 郴 z(ln zzj 生 | 二 dt= | ADdt 


由 于 | 7z)dz 收 笋 ,由 Cauchy 收 伊 原理 ，lim | ， Pdt = 0, 于 是 得 到 
_lim ztln 元 站 区 ) 一 用. 


14. 设 六 zz) 单 调 下 降 , 且 lm A(z) =0, 证 明 : 若 广 (z) 在 [0,+o) 上 连 


续 , 则 反常 积分 |。 广 (zjsinzdz 收 短 . 
证 首先 由 分 部 积分 法 ， 
| 三 ( 开 )sim xzdz = 风 sinm rd(F(z))= - 人 六)sin 2zdz. 


由 于 F(4) = |， si 2zdz 有 界 ,7(z) 单 调 下 降 , 且 lim AP(z) = 0, 由 


更 多 教材 下 载 : htt p: //Xxuexi . hagongda. com cn 更 多 考研 资料 下 载 : htt p: // kaoyan. hagongda. com cn 
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Dischler 判别 法 ,可 知 积分 |。 了 收 伍 , 从 而 积分 | 瑟 证 
收 化， 


15， 若 | PCz)dz 收 敏 , 则 称 Fz) 在 [a ,+ o) 上 平方 可 积 (类 似 可 定义 
无 界 函 数 在 [a ,5] 上 平方 可 积 的 概念 )， 

(1) 对 两 种 反常 积分 分 别 探讨 F(z) 平 方 可 积 与 A(z) 的 反常 积分 收 伍 之 间 
的 关系 ; 

(2) 对 无 穷 区 间 的 反常 积分 ,举例 说 明 平方 可 积 与 绝对 站 伍 互 不 包含 

(3) 对 无 界 画 数 的 反常 积分 ,证 明 :平方 可 积 必 定 绝对 收敛 ,但 道 命题 不 成 
立 . 

解 《0 训 0 收 伍 不 能 保证 | 户 (z)dz 收 化 ,例如 ; F(z) = 
sin 蒜 浊 . 
2 , 则 | 7(z)dz 收 伊 ,但 | P(z)dz 发 散 ; 


全 PCz)dz 收 伍 不 能 保证 | 7(z)dz 收 伍 ,例如 ,7(z) = 二 ，, 则 
| PCz)dz 收 侠 , 但 | 7(z)dz 发 散 ， 

(2) | P(z)dz 伍 不 能 保证 |， F(z)dz 钨 对 收 伍 , 俩 如 : A(z) = 
型 三 , 则 | 户 (z)dz 收 黎 , 但 |。 FCz)dz 不 是 绝对 收 伍 的 ; 

| 7z)dz 绝对 收 侠 不 能 保证 |“ 挛 (z)dz 收 伍 ,例如 : 
ep 


人， 其 他 ， 
则 | F(zjdz 绝对 收 敏 ,但 | Pendz 发 散 ， 


乒 开 = 


(3) 由 | F(z)1< 于 [1+ 瑚 (z)], 可 知 | 户 (z)dz 收 伍 保证 | 7Cz)dz 闪 


1 


对 收 笋 ;但 | FPCzjdz 绝对 收 敏 不 能 保证 | P(z)dz 收 伍 , 例 如 :7(z)= 大， 


则 所 荆 )dz 绝对 收敛 ,但 | 产 {zr)dzr 发 散 ， 


